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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Помехоустойчивое кодирование стало эффективным методом по- 
вышения верности передачи и хранения цифровой информации. 
Это хотя и молодое, но быстро развивающееся направление. Так, 
библиография в монографии [108] насчитывает более 1500 наиме- 
нований. Настоящая монография посвящена одному из наиболее 
перспективных классов кодов в помехоустойчивом кодировании — 
обобщенным `каскадным кодам. Перспективность обусловлена 
практическим применением кодов и тем, что многие теоретические 
задачи решаются пока только каскадными методами [11]. 

В мировой литературе каскадным методам, не считая боль- 
шого числа оригинальных статей, посвящено две монографии: 
Форни [140] и авторов [23]. Отличие настоящей ‚работы в том, 
что по сравнению с обеими монографиями в ней расширен класс 
исследуемых кодов и проведено всестороннее его исследование, 
а не только вероятностное, как в [140], или алгебраическое в [23]. 

При изложении материала в книге принят следующий порядок. 
Анализ каскадных методов построения кодов дан в первой и вто- 
рой главах, асимптотическое исследование верхних и нижних 
границ кодового расстояния — в третьей главе, каскадное декоди- 
рование описывается и анализируется в четвертой главе. В пя- 
той главе выясняются потенциальные возможности каскадных 
методов. Обрамлением всего исследования служат проблемы 
сложности реализации помехоустойчивого кодирования, постав- 
ленные в первой главе и решаемые в шестой. Методическое отли- 
чие настоящей монографии — в вынесении в приложения боль- 
шинства доказательств. Это позволило сконцентрировать внима- 
ние читателя на основных достижениях и результатах помехоустой- 
чивого каскадного кодирования. Если же читатель заинтересуется 
и методами доказательств, то найдет их в приложениях. 

Монография в основном построена на оригинальных результа- 
тах авторов с использованием достижений других специалистов 
в области каскадных методов. Это в первую очередь различные 
модернизации каскадного декодирования [37, 47, 58, 65, 67] 
и решение проблем сложности декодирования [3, 6, 9,.11]. При 
изложении материала авторы полагали, что читатель знаком с 
основными положениями теории помехоустойчивого кодирования. 

Чтение книги можно рекомендовать всем читателям сначала 
без обращения к приложениям и лишь при повторном изучении 
познакомиться с доказательствами в приложениях. Формально 
после первых двух глав можно знакомиться с любой следующей, 
т. е. с четвертой, пропустив третью, пятой, пропустив третью 
и четвертую и т. Д. 

Вопросы, связанные с технической реализацией каскадного 
кодирования и декодирования, подробно изложены в работе [23], 
а потому в настоящей монографии не рассматривались. 
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Глава 1 

ЦЕЛЬ И ПРОБЛЕМЫ 
КАСКАДНОГО КОДИРОВАНИЯ 
  

В главе рассмотрены основные задачи, стоящие перед помехо- 
устойчивым кодированием. Приведены достижения теории коди- 
рования, определяющие потенциальные возможности корректи- 
рующих кодов. Вводятся ‘основные понятия сложности реализа- 
ции помехоустойчивого кодирования и даются оценки сложности 
реализации потенциальных корректирующих свойств блочных 
кодов. На эвристическом и функциональном уровнях описан прин- 
цип каскадного кодирования. Дается развернутая формулировка 
основных задач исследования. 

$ 1.1. Блочное помехоуетойчивое кодирование 

1.1.1. Задачи помехоустойчивого кодирования 
/ 

Пусть передача некоторой дискретной информации осуществля- 
ется по схеме, которая в укрупненном виде показана на рис. 1. 1. 
Согласно этой схеме информационные символы поступают от ис- 
точника информации /1 накодер 8, который для каждых А информа- 
ционных символов формирует кодовые слова длины п. Эти кодо- 
вые слова посимвольно передаются по каналу 3 и, искаженные 
шумами, поступают на декодер 4. Декодер, анализируя принятое 
слово, формирует решение о том, что выдать получателю информа- 
ции 5. Отношение А&/п=А называется скоростью передачи кода. 

Как правило, решение декодера бывает двух типов: 
1) если декодер считает, что все ошибки удалось исправить, 

то- принимается решение выдать получателю информационные 
символы. При этом выдаваемые декодером информационные сим- 
волы могут быть как правильными (совпадать с переданными), 
так и ошибочными (отличаться от переданных); 

2) если ошибки обнаружены, но при данном правиле декоди- 
рования они не могут быть исправлены, то принимается решение 
выдать получателю информации стирание (специальный сигнал, 
означающий отказ от декодирования). 

Такое эвристическое описание кодирования и декодирования 
переведем на функциональный уровень, для чего введем следую- 
щие обозначения: {и} — множество информационных слов длины п, 
т. е. таких слов, У которых Ё символов на заданных позициях 
выбираются произвольно (они определяются передаваемой ин- 
формацией), а остальные г=и—й символов нулевые; {а} — мно- 
жество кодовых слов длины п; {&} — множество слов, поступив- 
ших на декодер (множество принимаемых слов); {ё} — мно- 
жество исправляемых при декодировании сочетаний ошибок; 
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{é} — множество обнаруживаемых (но неисправляемых) при де- 
кодировании сочетаний ошибок. 

Отметим, что любое слово &G{&} либо представимо в виде 
&—а--ё, «@ {а} и &€€{é} um тогда такое представление един- 
ственно, либо оно представимо в виде &=а--&, «@ {а} иё Е {ё} 
и тогда такое представление не единственно. 

Кодирование задается функцией ф, взаимно-однозначно ото- 
бражающей множество информационных слов {в} на множество 
кодовых слов {а}, т.е. a= (в) ир=ф"! (а). Если {в} и {а} — 
множество слов над полем СЁ (1) и ф — линейная над этим полем 
функция, то код называется линейным. 

Декодирование задается функцией Ф, отображающей мно- 
жество принимаемых слов {&} на множество информационных 
слов {ш}, т. е. 

Е{2], если =а-- 2; 
* (стирание), если &= о -&. 

“=! 

При этом если полученное при декодировании слово в совпадает 
с переданным словом рп (т. е. если & =), то говорят о правильном 
декодировании, в противном случае — об ошибочном декодирова- 
нии. Так как множества {р} и {а} связаны взаимно-однозначным 
отображением, то под декодированием часто понимают функцию 

а С {<}, если &=о-ё; 
ay ' . 

$ (8) * (стирание), если &=а-ё. 

Очевидно, что 

. $" ($ (8)), если bate; 
¥(@)=| (4), если @—=atés. ` 

Рассмотрим различие между функциями У и $. Функция > 
принятому слову & ставит в соответствие кодовое слово а, т. е. 

  

      

  
  

                  

  

    
    

  

  

              

  

    

чни К 
Исто к |-> OPP —> Модулятор [ | 

Канал Канал 
кодера-декодера 3 | Модулятора- 

демодулятора 

чатель екоде 
Tonys | 4 1 Pike Демодулятор |=——————     

Рис. 1.1. Блок-схема линии связи



как бы осуществляет преобразование, «обратное» по отношению 
к преобразованию в.канале. Конечно, в силу случайности преоб- 
разований в канале обратной функции в строгом смысле не су- 
ществует, но в том и состоит главная проблема теории кодирова- 
ния, чтобы так выбрать код (функцию $) и его декодирование 
(функцию $), чтобы в подавляющем большинстве типичных соче- 
таний ошибок функция $ оказывалась бы обратной к преобразова- 
ниям в канале. Функция У представляет собой композицию функ- 
ций фи 97}, Of 

Одной из центральных проблем теории помехоустойчивого 
кодирования является выбор кодов с возможно лучшими коррек- 
тирующими свойствами. Последние обычно оцениваются следую- 
щими характеристиками: 1) минимальным расстоянием между 
кодовыми словами — кодовым расстоянием 4; 2) спектром рас- 
стояний между кодовыми словами; 3) вероятностью ошибочного 
декодирования при передаче по заданному каналу; 4) парой ве- 
роятностей (ошибочного декодирования и стирания) при передаче 
по заданному каналу. 

Выбор кодов может быть как безусловным (т. е. из множества 
всех кодов без каких-либо ограничений), так и условным (напри- 
мер, из заданного класса кодов или при наличии ограничений на 
сложность процесса вычислений при выборе кодов, или при огра- 
ничениях на выбор алгоритмов кодирования и декодирования, 

‚а также на сложность их реализации). 
Оценки лучших корректирующих свойств по всем кодам или по 

некоторому классу кодов, реализуемых при использовании опти- 
мальных алгоритмов декодирования, будут характеризовать по- 
тенциальные возможности кодов вообще или же кодов из данного 
класса. В то же время аналогичные оценки при ограничении на 
выбор алгоритмов декодирования будут характеризовать реали- 
зуемые корректирующие свойства при заданном алгоритме деко- 
дирования. 

1.1.2. Потенциальные корректирующие евойетва а 
блочных кодов - 

Лучшие из известных авторам оценки потенциальных корректи- 
рующих свойств блочных кодов определяются следующими тео- 
ремами. _ | 

Теорема 1.1. Существуют блочные линейные коды над полем 
СЕ (4), кодовое расстояние 4=п6 (В) которых при любой скорости 
передачи В ип -> со удовлетворяет неравенству 8 (В) > Ser (Rf, Qq), 
где 5вг (В, 9) — граница (или оценка) Варшамова— Гилберта для 
4-х кодов, определяемая равенством 

В=1 - d8pp log, Sar + (1 —8sr) log, (1 — Sar) — Sr log, (g —1). 
(1. 4)



В дальнейшем будут особенно интересны такие два случая: 
4=2 ид -> ©. При 4 -> со формула (1. 1) принимает вид 

В=1 —8вг, — (1.2) 

и в этом случае оценка ВГ является асимптотически точной. 
При 9=2 оценка ВГ (1.1) принимает вид 

R=1- 8pr log, Sgr + (1 — Spr) log, (1 — dsr) = 1 — A (pr) | 
(1.3) 

и неизвестно, будет ли она асимптотически точной. Коды, для ко- 
торых 6 (В) достигает границы ВГ, будем называть «хорошими», 
или кодами C «хорошим» кодовым расстоянием. 

В дальнейшем для двоичных кодов нам понадобится также 
оценка сверху для кодового расстояния. Одна из таких оценок 
определяется следующей теоремой. 

Теорема 1.2. Не существует двоичных блочных кодов (линей- 
ных или нелинейных), для которых 6 (А)=а/п при п -> co пре- 
восходит величину 

O59 (В) —2 (1 — бвг) opr при R > 0; 

вв (В) = (A, 
aif bn (0) =-5- при В->0, | U4) 

Tye -8g9 (R) — оценка Бассалыго—Элайеса, а Sy (В) — оценка 
Плоткина, которая справедлива при А —> Оип-> со, если только 
Rn=k—> ©. 

Таким образом, оценки, определяемые выражениями (1.3) 
и (1.4), являются соответственно нижней и верхней асимптотиче- 
скими оценками величины 6 (В) как для линейных, так и нелиней- 
ных двоичных блочных кодов. Доказательство теоремы 1.1 и 
1.2 дано в работе [115]. Отметим, что оценка, определяемая теоре- 
мой 1.2, была улучшена в работах [405, 160]. 

Рассмотрим теперь спектр расстояний между кодовыми сло- 
вами. Ограничимся лишь случаем линейных кодов, когда спектр 
расстояний совпадает со спектром весов кодовых. слов. При этом 
число кодовых слов М (12) веса ш совпадает с числом слов, нахо- 
дящихся на расстоянии и? от любого кодового слова. 

Теорема 1.3. Существуют двоичные линейные блочные коды, 

спектр весов кодовых слов {М (№): ш =0, п}, которых удовлетво- 
ряет соотношениям 

1 при ш = 0; 

№(ш) =} 0 при 0% ш<8вги; (1.5) 

< пС*2-П-8)”" при пёвг << п. 

Коды, спектр весов которых удовлетворяет соотношениям (1. 5), 
будем называть кодами с «хорошим» спектром весов. Как следует 
из условия М (Ш)=0, при О<ш_< п 8вг эти коды автомати- 
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чески являются «хорошими». Однако неизвестно, совпадает ли 

множество «хороших» кодов с множеством кодов с «хорошим» 
спектром весов. Доказательство теоремы ‘1.3 вытекает из ра- 
боты [18]. 

При рассмотрении вероятностей, ошибочного декодирования Р, 
и стирания Р. ограничимся только случаем двоичного симметрич- 
ного канала (ДСК) без памяти с вероятностью ошибки при пере- 
даче каждого двоичного символа с. 

Оценки искомых вероятностей будем представлять в виде 

P, < ехр {—nE, (R)}, Р. < exp {—nE, (R)}, где Е, (В) — экс- 
понента вероятности ошибочного декодирования, а Е. (В) — 
экспонента вероятности стирания при декодировании. 

Если осуществляется декодирование без стирания, когда каж- 
дое принятое слово отождествляется с некоторым кодовым словом, 
то справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.4. Существуют двоичные линейные блочные коды, 
для которых экспонента вероятности ошибочного декодирования 
по максимуму правдоподобия в ДСК без памяти при любой 
скорости передачи, не превосходящей пропускной способности 
канала С, оценивается снизу величиной Ё, (В), определяемой 
равенствами 

mu O<CRCR, (R=1—H 2 yeF—e/(1 +2 ye (t —2))) 
Е, (В) = —8вг (R)In(2 ye (1 —e)); 

при Ry<R<CR, (Ry==1—A(yel(vVe+vi—e)), = (4.6) 
Е, (В) = (1 — В) ш2—ш(1-+-2\/=(1—:)}; 

при А. <А<С (С=1—Н())) 

Е (В) = (41 — В) ш2 —   

(ав) [05 
1—$ 

В=1 — Н (9 (1—6) 
Теорема 1.4 в наиболее общем виде была доказана Галлаге- 

ром [52]. 

  

1.1.3. Обменные соотношения для вероятностей 
ошибки и стирания 

При декодировании по минимуму расстояния, которое для кана- 
лов без памяти совпадает с декодированием по максимуму правдо- 
подобия, обязательно выдается некоторое кодовое слово. Однако 
в результате декодирования наряду с выдачей кодового слова 
может иметь место и отказ от декодирования. Такое декодирова- 
ние будем называть декодированием с гарантией, так как принятое 
слово & отождествляется с некоторым кодовым словом @&, тогда 

8



и только тогда, когда для всех кодовых слов а, отличных от а, 

выполняется условие 

Р(&|%) 2е”"Р (& |“), «5, (1.7) 

где Р (& | «) — условная вероятность принять слово &, если из- 
вестно, что было передано слово а, ау > 0 — коэффициент гаран- 
тии. 

Декодирование с гарантией (у > 0) отличается от декодирова- 
ния по максимуму правдоподобия (у=0) тем, что при v > O может 
оказаться, что среди кодовых слов' нет ни одного, для которого 
выполняется условие (1. 7), т. е. будет отказ от декодирования. 
В дальнейшем вместо условия (1.7) будем пользоваться также 
следующим условием: | 

P(&|a,)>e" >; P(a|a). (1.8) 
a a . 

В этом случае возможен отказ от декодирования и при у=0. 
Потому такое декодирование называют также декодированием 
со стиранием. 

При увеличении коэффициента гарантии у происходит умень- 
шение зоны приема вокруг каждой кодовой точки, а потому и умень- 
шение вероятности ошибочного декодирования Р,. Одновременно 
увеличивается зона стирания, т. е. вероятность стирания Р.. 
Это явление будем называть обменом между вероятностями ошибки 
и стирания. Для нелинейных двоичных кодов соотношения обмена 
были исследованы Форни [144], а для линейных двоичных кодов 
соотношения обмена определяются следующей теоремой. 

Теорема 1.5. Для двоичных линейных блочных кодов оценки 
экспоненты вероятности ошибки Е, (В, у) и экспоненты вероят- 
ности стирания Ет (В, у) при декодировании с гарантией (у > 0} 
определяются‘ выражениями [32] 

Solo 

Hey = ER)” ‘ (1.9) 
Е, (В, )=Е(В) +», - 

  r - ша ($) — ——_ 8) — 
$ — — 

где Е (В) = шах 
8>0 

  

t<0 
rs0 

$ 1 2 (г, 

(в }}, (1.10) 
в =и “а 
&(г, #=(1 — ее" (1 — ce) Fel", 

Ф (2) — производящая функция весов ненулевых кодовых слов, 
So, To, & — значения $, г, $, максимизирующие (1. 10). 
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Доказательство теоремы 1.5 приведено в приложении П.1.4. 
Согласно теореме 1.5 при увеличении коэффициента гарантии у 
оценка экспоненты вероятности ошибки ЕЁ, (А, у) увеличивается 
(5#/(55—7о) < 0) ровно настолько, насколько уменьшается оценка 
экспоненты вероятности стирания Е. (В, у). Такое соответствие 
между ЕЁ, (В, у) и Е. (В, у) будем называть эквивалентным обме- 
ном. Отметим, что 

Е(В)=Е, (В, 0)=Е. (В, 0) (1.11) 
представляет собой оценку экспоненты вероятности ошибки при 
декодировании по максимуму правдоподобия. Точное решение 
(1.10) при произвольном спектре весов ненулевых кодовых слов 
представляет значительные трудности. Поэтому полезна оценка 
Е (Е), задаваемая следующим утверждением, доказанным в при- 
ложении П.1.2. 

Утверждение 1.1. Пусть для двоичного линейного кода длины 
п со скоростью передачи В (0< В <!) задана производящая 
функция весов ненулевых кодовых слов Фе (2). Пусть 

Е(В, $) = os In (e!-* + (1 — г)! *) — — In (e2 (0-8) 

<9 s 1 2 (= (1 —е))1- 
НЕЕ — =} =”) — i-—swn Pr (= Ta (1 a и 8) ). 

Обозначим через А„ решение уравнения 

oF (R, s) — 5 „а, >= 0. 

    

    

  

* Тогда оценка экспоненты вероятности ошибочного декодирова- 
ния по максимуму правдоподобия (у=0) в ДСК без памяти опре- 
деляется при О < А< А, равенством 

E(R)=F(R, 5)= № $1 (2 ve —2)) (1. 12) 

а при В, < А < С, параметрическим уравнением Ё (В)=Р (В, $), 
ОЕ (В, $)105=0, гдеС, соответствует скорости передачи, при кото- 
рой Е (С,)=0 и s=0. 

Обменные соотношения (1.9) в условиях утверждения 1.1 
принимают вид 

opn0 << R< Ry E,(R,»)=E (R)+¥/2, E, (R, »)=E (R)—v/2; 
при В. <А<С, E,(R, v)=E (R)+sy, E, (R, )=E (R)—sv. 
Для получения на основе утверждения 1.1 конкретной за- 

висимости экспоненты Ё (А) от скорости передачи А необходимо 
располагать производящей функцией спектра весов ненулевых 
кодовых слов Фк (2) или оценкой для нее. Эта зависимость в слу- 
чае двоичных линейных кодов с «хорошим» спектром весов за- 
дается доказанным в приложении П.1.3 следующим утверждением. 

Утверждение 1.2. Для двоичных линейных кодов со спектром 
весов кодовых слов, удовлетворяющих теореме 1. 3, экспонента 
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E (R)=E, (A), roe Е, (В) определяется в соответствии с теоре- 
мой 1.4. 

В заключение отметим, что асимптотически существуют, к с0- 
жалению, только переборные методы построения кодов с описан- 
ными в настоящем параграфе потенциальными корректирующими 
свойствами. О сложности таких алгоритмов будет сказано в сле- 
дующем параграфе. 

$ 1.2. Реализация помехоустойчивого кодирования 

1.2.1. Проблемы реализации помехоустойчивого 
кодирования 

Значительный теоретический и практический интерес представ- 
ляет вопрос, насколько сложно реализовать потенциальные кор- 
ректирующие свойства, описанные в предыдущем параграфе. 
Чтобы ответить на него, нужно договориться о том, что мы будем 
понимать под сложностью. При этом ‘будем учитывать, что по- 
строение системы с помехоустойчивым кодированием связано 
с решением следующих задач. ” 

A. Нужно выбрать код А (п, К) с кодированием ф, и декоди- 
рованием 'ф,. 

Б. Передача каждого информационного слова пи осуществля- 
ется кодированием, т. е, до передачи вычисляется слово «=, (в), 
и декодированием, т. е. после приема слова & вычисляется слово 

a=, (a). : 
Подчеркнем разницу задач А иБ с точки зрения построения 

системы с помехоустойчивым кодированием. Задача А решается 
единожды при проектировании системы. Решение задачи Б про- 
водится многократно, периодически при передаче каждого слова 
и. Поэтому для решения задачи А целесообразно использовать 
некоторый универсальный вычислитель, который занимается 
задачей А лишь однажды в течение какого-то времени, a до и 
после этого решает другие: задачи; Решение задачи Б в силу ее 
многократности более целесообразно проводить на специализи- 
рованном вычислителе. 

Остановимся кратко на вопросе выбора универсального и спе- 
циализированного вычислителя. При этом нужно учитывать, что 
мы говорим не о выборе реального устройства, а о выборе моделей 
реальных устройств, посредством которых могут быть получены 
оценки сложности реализации этих задач. ` 

В качестве универсального вычислителя выберем многоленточ- 
ную машину Тьюринга (ММТ), описание которой дадим нефор- 
мально, так как строгое изложение потребует слишком много 
места и затруднит понимание простых принципов, на которых 
основана рассматриваемая конструкция. 

ММТ состоит из управляющего устройства — конечного авто- 
мата и фиксированного числа лент, подчиненных управляющему 
устройству. Каждая из лент не ограничена в обе стороны и раз- 
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делена на бесконечную последовательность ячеек. Управляющее 
устройство имеет на каждой ленте одну считывающую „головку, 
которая обозревает одну из ячеек данной ленты. Имеется конеч- 
ное число различных символов, которые могут быть записаны 
в ячейках лент. Каждая комбинация считываемых головками сим- 
волов вместе с состоянием управляющего устройства однозначно 
определяют машинную операцию. Машинная операция заключа- 
ется в том, что на каждой ячейке ленты, обозреваемой головкой, 
либо символ остается без изменения, либо стирается старый и 
печатается новый, ленты же независимо друг от друга сдвига- 
ются на одну ячейку влево или вправо или же остаются на месте, 
а также изменяется или нет состояние управляющего устройства. 
Машина после этого готова к выполнению следующей операции. 
Если же данная операция не требует изменения символов, запи- 
санных на лентах, сдвига ни одной из лент и изменения состояния 
управляющего устройства, то говорят, что машина остановилась. 

Выбор ММТ в качестве универсального вычислителя обуслов- 
лен следующими соображениями: 

в математике ММТ стали классическим объектом, посредством 
которого решаются вопросы сложности алгоритмов и вычислений 
по алгоритмам [97, 98, 123]; 

широкое использование ММТ как математического объекта для 
описания сложности решения проблем делает общезначимыми 
полученные характеристики теории кодирования и позволяет 
проводить аналогии и сравнения; 

при необходимости, ММТ может быть замоделирована на любой 
другой универсальной вычислительной машине, что делает полу- 
ченные результаты пригодными для любого универсального вы- 
числителя. 

Обычно сложность решения той или иной проблемы на ММТ 
оценивается сложностью алгоритма (длиной программы) и вре- 
менем вычислений (число шагов равно числу машинных опера- 
ций от. начала вычислений до остановки). Поскольку сложность 
алгоритма конечна и не зависит от длины кода; а время вычисле- 
ний растет с длиной кода п, то сложность будем оценивать време- 
нем вычислений Г (п), которое, очевидно, есть некоторая функ- 
ция от длины кода. 

В качестве специализированного вычислителя выберем схему 
на функциональных элементах [107], которая неформально мо- 
жет быть описана следующим образом. Схема строится из некото- 
рого набора функциональных элементов, например конъюнкции 
и дизъюнкции двух переменных, отрицания переменной и сложе- 
ния двух переменных по модулю два. Конструкции из этих 
элементов представим в виде направленных графов, которые 
будем называть схемами. В каждой такой схеме-графе 5 выделено 
№ входных вершин (из них начинаются все пути на графе), М 
выходных вершин (в них- заканчиваются все пути на графе), 
а в остальных вершинах, называемых функциональными, стоят 
функциональные элементы. Число ребер, входящих в функцио- 
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нальную вершину, равно числу входов стоящего в ней элемента. 
Для каждой схемы 5 определим ее сложность Г (5) как сумму 
сложностей элементов во всех ее функциональных верши- 
нах. 

Данная схема 5 реализует функцию у=}] (5), если при подаче 
на входы схемы любого слова х, для которого функция } опреде- 
лена, на выходе получается слово у=} (5х). Обозначим через @ (7) 
множество схем, которые реализуют функцию /. Сложностью реали- 
зации функции х» ({) назовем величину 

х (7) = шш 2 (5). 
SEG(S) 

Таким образом, сложность кодирования (декодирования) гпре- 
деляется сложностью самой простой схемы, реализующей это 
кодирование (декодирование). 

На основе введенных понятий будем характеризовать некото- 
рый класс кодов с заданными корректирующими свойствами такими 
параметрами сложности: 7 (п) — характеристика сложности ре- 
шения на ММТ проблемы А); {х (+), х ($,)} — характеристика 
сложности решения проблемы Б посредством схемы на функцио- 
нальных элементах. 

Отметим, что в большинстве случаев вычисление точных зна- 
чений Г (п), х ($,), х ($,) не представляется возможным, и потому 
ограничимся лишь оценками. 

Более подробно эти вопросы рассматриваются в работах 
[11, 164]. 

1.2.2. Сложность реализации помехоустойчивого кодирования 

Для реализации помехоустойчивого кодирования для того или 
иного класса корректирующих кодов требуется алгоритм, кото- 
рый позволит для заданных длины кода и скорости передачи по- 
лучить описание схем кодирования и декодирования. Потреби- 
тель же на основе корректирующих свойств и схем кодирования 
и декодирования (точнее, сложности кодирования и декодирова- 
ния) решает вопрос, устраивает его данная помехоустойчивая 
система кодирования или нет. Возможности тех или иных классов 
кодов в смысле сложности приведем в виде утверждений. Коды, 
удовлетворяющие границе ВГ, могут быть построены по алгорит- 
мам Гилберта [145] и Варшамова [42]. 

Утверждение 1.3. Алгоритм Гилберта позволяет строить для 
любой скорости передачи А и длины п коды с кодовым расстоя- 
нием, соответствующим границе ВГ, и со следующими характе- 
ристиками сложности [41]: Т (п) <с 21”, х (5 <е 21, 
х ($) <с2""п, гдес — некоторая постоянная при декодировании 
Ф по минимуму расстояния. 

Утверждение 1.4. Алгоритм Варшамова позволяет строить 
для любой скорости передачи ВА и длины кода п линейные коды 
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с соответствующим границе ВГ кодовым расстоянием со следую- 
щими характеристиками сложности [11]: / 

Т (п) < сп?20-")", х(ф)< сп?Ловп, х($) < сп ша {29-®»", 2}, 
где с — некоторая постоянная, при декодировании ф по минимуму 
расстояния. 

Из этих двух утверждений видно, что переход к линейным ко- 
дам не ухудшает корректирующих свойств кодов и фактически 
снимает проблему реализации кодирования. Однако по существу 
остаются нерешенными проблемы построения кодов и их деко- 
дирования. 

Следующее утверждение показывает, что можно решить все 
‚три проблемы (в смысле уменьшения сложности), но, к сожалению, 
лишь при асимптотически очень сильном ухудшении корректи- 
рующих свойств. 

Утверждение 1.5. Алгоритм построения двоичных БЧХ кодов 
позволяет строить для любой скорости передачи В и длины п 
линейные двоичные коды с кодовым расстоянием порядка 4= 
=Ссп/ос п со следующими характеристиками сложности. [41]: 

Г (п)=сп? (log n)’, x (~)=cn?, x (p)=cn? (log n)?, rae c — He- 
которая постоянная, и при декодировании Ф (по алгоритму Bep- 
лекэмпа) осуществляется лишь исправление ошибок до крат- 
ности $ 4/2. 

Для 4-х кодов ограниченной длины п < 9-1 можно решить 
все три проблемы при степенном росте сложности без ухудшения 
их корректирующих свойств. 

Утверждение 1.6. Алгоритм построения кодов РС над полем 
позволяет строить для любой скорости передачи В и длины кода 
п < 9-1 линейные коды с кодовым расстоянием 4= n—k+1 со 
следующими характеристиками сложности [11]: Т (n) <cq? (log gq), 
х ($) < с4° 1024, х ($) < с4? (102 4}?, где с — некоторая постоян- 
ная, и при декодировании Ф (по алгоритму Берлекэмпа) осуще- 
‘ствляется лишь исправление ошибок. до кратности ф и стираний до 
кратности х, удовлетворяющих условию 21| «а. _ 

Таким образом, получить одновременно асимптотически хо- 
рошие корректирующие свойства и приемлемые (все неэкспонен-. 
циальные) характеристики сложности для кодов с фиксированным 
основанием не удается. Как следует из работы [11], в современ- 
ных условиях это возможно лишь каскадными методами, всесто- 
роннему исследованию которых посвящено дальнейшее содер- 
жание работы. 

$ 1.3. Блочное каскадное кодирование 

1.3.1. Эвриетическое описание каскадного кодирования 

Рассмотрим описание схемы каскадного кодирования (рис. 1.2) 
сначала на. эвристическом уровне. Информационные символы 
поступают от источника информации / на кодер 2, с которого 
преобразованные им символы поступают на другой кодер 3, 
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Кодер 1 | Кодер 
Источник —> внешний > внутроннии 
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|  кодера-декодера кодера-иекодера 

Декодер Декодер | 
Нолучатель <—| внешний |< внутренний < 

6 .                         

Рис. 1.2. Блок-схема линии связи с каскадным кодированием 

откуда они передаются в канал 4. Декодирование символов, по- 
ступивших из канала, осуществляется декодером 5, который при 
декодировании опирается на результаты кодирования кодером: 3. 
Затем декодированные декодером 5 символы поступают на следую- 
щий декодер 6, который осуществляет окончательное декодирова- 
ние, опираясь на результаты кодирования кодером &2, и свое рё- 
шение выдает получателю 7. 

В соответствии с этой схемой кодер 3 и декодер 5, непосред- 
ственно примыкающие к каналу связи, можно условно объеди- 
нить с этим каналом 4 и в совокупности рассматривать как новый 
расширенный канал, ошибки в котором определяются как поме- 
хами в исходном канале 4, так и реализуемыми корректирующими 
свойствами кода, используемого кодером 3 и декодером 5. Такая 
точка зрения, принадлежащая Форни [140], позволяет назвать 
кодер 3 и декодер 5 внутренними, а кодер 2 и декодер 6 — внеш- 
ними. Коды, используемые внутренними и внешними кодерами 
и декодерами, назовем соответственно внутренними и внешними 
кодами. Кроме того, ограничимся случаем, когда все внутренние 
коды имеют длину п,, а все внешние коды — длину п,. Число раз- 
личных внешних КОДОВ назовем порядком каскадного кода. 
Наиболее существенное отличие схемы кодирования и декодирова- 
ния каскадных кодов’от схемы кодирования и декодирования 
обычных блочных кодов состоит в том, что каждый из этих про- 
цессов. осуществляется не сразу, а последовательно (кодирова- 
ние — сначала внешним, а затем внутренним кодерами, ее коди- 
рование наоборот — внешним, а затем внутренним кодерами, 
декодирование наоборот — сначала внутренним, а затем внешним 
декодерами). При этом внутренние коды как бы заменяют исход- 
ный (внутренний) канал некоторым вспомогательным (внешним) 
каналом с меньшим количеством ошибок, окончательная борьба 
< которыми возлагается на внешние коды. Используя для внутрен- 
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них кодов различные алгоритмы декодирования (с различным 
соотношением между числом исправляемых и обнаруживаемых 
ошибок), мы формируем для внешних кодов различные вспомога- 
тельные каналы (с различным соотношением ошибок и стираний) 
и можем в качестве окончательного результата декодирования 
выбрать такой, который соответствует наилучшему (с точки зре- 
ния некоторого критерия) согласованию внешнего канала с внеш- 
ними кодами. Возможность такого достаточно гибкого согласова- 
ния канала с кодами приводит (как будет видно в дальнейшем) 
к исключительной универсальности каскадных кодов при исправ- 
лении ошибок весьма различной (и сложной) конфигурации. 

Приведенное описание схемы каскадного кодирования хотя и 
содержит принципиальные отличия этого метода, однако оставляет 
в стороне многие существенные детали, определяющие отличитель- 
ные признаки различных методов каскадного кодирования (0CO- 
бенно это касается каскадных кодов порядка т > 1). Поэтому 
более подробно остановимся на функциональном описании кас- 
кадного кодирования и декодирования. Базируясь на этом опи- 
сании, сформулируем также основные проблемы, подлежащие 
исследованию в данной монографии. 

1.3.2. Функциональное описание каскадного кодирования 

Очевидно, что кодирование $ (2) и декодирование ф (&), ‘соответ- 
ствующие описанной выше каскадной схеме, можно представить 
как композицию функций 

Ф (в) = ф, ($, (в), $(а)=4, ($, (2)). (1. 13) 

Однако в сущности каскадное кодирование предполагает значи- 
тельно большее «измельчение» функций ф и ф, нежели (1. 13), что 
и является основной особенностью каскадного кодирования. 
Зачем вообще нужно «измельчать» функции фи ф, можно понять, 
если вспомнить, что сложность реализации функции, как правило, 
тем меньше, чем меньше число переменных, от которых она за- 
висит. В то же время из основополагающих теорем теории кодиро- 
вания следует, что чем длиннее коды (т. е. чем больше число пере- 
менных), тем лучше может быть их корректирующая способность. 
Удовлетворительное разрешение этого противоречия и является 
основной целью каскадного кодирования. 

Учитывая, что слова в, чи & имеют одинаковую длину п, т. е. 
состоят из одного и того же числа символов, рассмотрим множе- 
ство номеров позиций, на которых расположены эти символы. 
Это множество обозначим через №. Множество ЛМ тем или иным 
способом разобъем Ha m-+1 непересекающихся подмножеств 

M,, $=0, т. Массив переменных (символов), номера которых 
принадлежат М,, обозначим uepe3 p,, а,, @,. 

Рассмотрим соответствующую кодированию внешними кодами 
функцию 

(в) =, (1. 14) 
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где 7 — вспомогательное двоичное слово длины п. Это слово бу- 
дем представлять в виде " 

T= (Tor Tas ++) Ym) = Po (Por Par ++ > Pm)» (1. 15) 
причем 

Ts = Фы (в) . (1. 16) 

и номера переменных образующих в; и 1; принадлежат М;. 
Соотношения (1.15) и (1.16) задает разбиение функции ФЬ 

на т-|-1 функций $‚;, каждая из которых соответствует кодирова- 
нию некоторым внешним кодам. 

Полагая п = п,п,, разобъем вторично множество номеров М на п, 

непересекающихся подмножеств N® (j=T, п,) по п, номеров 
в каждом. Пусть Nore (mG =A) n,(i—1)+2, .:., n,j}. 
Массивы переменных, номера которых принадлежат №%), обозна- 
чим через в”, 1%, а) и а. 

Рассмотрим теперь соответствующую кодированию внутрен- 
ними кодами функцию 

Фа (1) = а. (1.17) 
Соотношение (1. 17) представим в pane 

a(aD, a, 2 .., al) =o (7, 7, 22, 7), (1. 18) 

причем 
a) — ФР (17). ~ (1. 19) 

Соотношения (1. 18) и (1. 19) задают разбиение функции ф, на п, 
функций $(/), каждая из которых соответствует кодированию. 
внутренним кодом. 

Таким образом, соотношения (1. 14) и (1. 15)—(1. 19) опреде- 
ляют кодирование каскадного кода длины п =п,п,, причем функ- 
ция кодирования ф расчленяется на т--1--п, функций, каждая 
из которых зависит от значительно меньшего числа переменных. 
Естественно, что при такой постановке задачи основной пробле- 

мой является вопрос о выборе функций Ф;;, #=0, т, и (7), ] =1, по, 
при которых результирующая функция ф определяет хороший код. 
При этом желательно, чтобы ф,; и $(7) выбирались из числа функ- 
ций, определяющих коды, для которых известны эффективные 
(не перебором) методы построения, кодирования и декодирования. 
Этот вопрос исследуется в гл. 2. 

Другой проблемой, непосредственно связанной с первой, яв- 
ляется оценка основных параметров каскадного кода (в частности, 
его- кодового расстояния), которые могут быть получены при 
весьма большой длине кода п (асимптотика) и различных способах 
каскадного кодирования (т. е. различных т, п,, ф; $(7). Эта за- 
дача рассматривается в гл. 3. 

Весьма важным является также вопрос о том, может ли быть 
каскадное кодирование асимптотически оптимальным, т. е. суще- 
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ствуют ли среди каскадных кодов такие же «хорошие» коды, как 
и лучшие известные коды в классе всех линейных кодов. Изучение 
этого вопроса на базе исследования случайных каскадных кодов 
проводится в гл. 5. 

'Таким образом, в гл. 2, 3, 5 изучаются вопросы, с вязанныессу- 
ществованием и построением каскадных кодов с хорошими кор- 
ректирующими свойствами. Однако не менее важен вопрос о де- 
кодировании каскадного кода. Конечно, реализация корректи- 
рующих свойств каскадных кодов всегда может быть обеспечена 
при помощи декодирования по минимуму расстояния (по мак- 
симуму правдоподобия). Но при таком способе декодирования, 
техническая реализация которого весьма сложна, не может даже 
стоять вопрос о практическом применении сколько-нибудь длин- 
ных кодов. Поэтому при использовании каскадных кодов есте- 
ственно применять и каскадное декодирование, суть которого на 
функциональном уровне можеёт быть описана следующим образом. 

Функцию р = (4) =$, ($, (&)), реализирующую декодирование, 
будем определять, последовательно вычисляя №, ва, ++ >; „. Для 
этого сначала находим 1, =) (4), где fo=(forw Foo +++ Tonp)s 
Fog = Pl 9 (2). Hocae atoro onpemensem ty) = фи ($0) (здесь и в даль- 
нейшем используются обозначения, согласно которым совокупность 
переменных с номером, принадлежащим множеству М.П №“), 
$—=0, т, ]=1, п, записывается в виде 1, пл 4). 

Далее вычисляем 1, =$0) (4, м) и р. =фа (41), где 1 — (Фа, 

  

Фа» 1 щ» (1:=407 (#7, в). Соответетвенно после вычи- 
сления |4, р, .. ор, находим 7, ==) (9, ро ру Ва) и в, = 
_—_ —__ ^ __ , : 2(7) = фь, (1,), где 4, = фа, Tore Tonle Pp =H PEM, Bor oes Ppa) 

Таким образом, алгоритм каскадного декодирования сводится 
к последовательному вычислению функций $07, i=0, m, j= 
—=1, И» Фь, 1==0, т, т. е. последовательному (многократному) 

декодированию более коротких кодов, которые использовались при 
каскадном кодировании. 

Основной проблемой исследования каскадного декодирования 
(кроме построения конкретных функций $) и $,,) является 
вопрос о его эффективности, т. е. вопрос о реализуемых при таком 
декодировании корректирующих свойствах каскадных кодов. 
Изучению этой проблемы посвящена гл. 4. 

Отметим, что на протяжении всей книги предполагается, что 
информационные слова р и разбиение множества № на подмноже- 
ства М; и №“) формируются так, что массив п, всегда является 
нулевым, так что число нетривиальных внешних кодов равно т. 

  

1.3.3. Геометрическая интерпретация линейных каскадных кодов 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только линейных двоич- 
ных каскадных кодов. При исследовании этих кодов удобно 
информационные {и}, вспомогательные {1} и кодовые слова 
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{а} длины п=п,п, представлять в виде двоичных (т. е. над полем 
СЕ (2)) матриц размеров и,Жп,. При этом будем считать, что 

позиции в матрицах пронумерованы номерами из М ={1,2,...,п} 

последовательно сверху вниз и столбец за столбцом. В этом слу- 

чае множество номеров N'Y) ={n, (j—1)+1, n,(7—1)+2, .- +, MJ} 

соответствует просто ]-му столбцу, т. е. 1“? и а“? являются ]-ми 

столбцами слов 1] и а соответственно. 
Посредством т горизонтальных линий разобъем матрицу раз- 

меров п, хп, на т--1 горизонтальных блоков (подматриц). Пусть 

при этом первая снизу подматрица содержит а, строк, вторая — 
` т 

а, строк и т. д. Очевидно, что при этом У, а, =п,. Будем считать, 
+=0 

что все позиции первой, т. е. нижней, подматрицы образуют мно- 

яжество Мо, второй — множество М, ит. д., а (т--1)-й — мно- 

жество М». 
Таким образом, задаются два разбиения множества № на непе- 

ресекающиеся подмножества №“, } =1, п» и М, =0, т, т.е. рас- 

членение матриц в, 1, я на столбцы р“, 17, а? и горизонталь- 
ные блоки 1, 1., @;. . 

В последующем изложении всегда будем предполагать, что 

в каждом блоке р; матрицы и-информационные символы распола- 
гаются в левых 6, столбцах. Остальные п,—6, столбцов блока р; 
заполняются нулями. Условие, сформулированное в конце разд. 
1.3.2 о. том, что массив р, является нулевым, эквивалентно усло- 
вию 6, =0. Следовательно, общее число подлежащих кодированию 

т Z - 
информационных символов й = > a,b,. Кодирование информацион- 

i=l] 

ного слова в осуществляется последовательно внешними, а затем 
внутренними кодами. 

При кодировании внешними кодами каждая подматрица 

и, 1=41, т, ^ кодируется соответствующим внешним кодом В; 
с основанием 4; =2 длины и, со скоростью передачи Нь; =5;/пь. 
В результате подматрица р, переходит в подматрицу 1, тех же 
размеров а, Жп,, представляющую собой кодовое слово 1-го внеш- 
него кода В,. Кодирование внешними кодами превращает матрицу 
и в матрицу 7,. представляющую собой вспомогательное слово. 

При кодировании внутренними кодами каждый столбец 1’, 

j==1, n,, матрицы 1 кодируется соответствующим двоичным вну- 
тренним кодом А“) длины п, в результате чего он превращается 

в столбец а“, являющийся кодовым словом кода А“. 

Столбцы я)» образуют матрицу а; которая и является кодо- 
вым словом каскадного кода порядка т. Столбцы горизонтальных 
блоков п, 1;, а; будем обозначать соответственно через р; у, Ту, 

х;; и часто трактовать их как элементы поля СЕ (2%). Схематично 
слова р, 1, а показаны на рис. 1.3. - 
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Рис. 1.3. Кодирование обобщенным 
каскадным кодом         

Для того чтобы каскадный ‘код был линейным двоичным ко- 
дом, необходимо и достаточно, чтобы все коды В; и А“? были ли- 
неиными кодами над СЕ (2), что соответствует требованию линей- 
ности над СЕ (2) функций Фы и $7), i=0, m, j=1, n,. Ho 
каждому линейному коду А“” соответствует некоторая невыро- 
жденная матрица С(7) порядка п,, такая, что 

а) = GP), (1.20) 

Кодирование внутренними кодами, т. е. отображение ф,, за- 
лисывается особенно просто, если @(7) =(, для всех }, j=1, n> 
В этом случае 

a= Gor, (1.21) 

re хи 1 — матрицы размеров Nn, Xn,. _. 
Матрицы ((/) (или С.) будем называть кодирующими матри- 

цами. Отметим, что выбор одной и той же кодирующей матрицы 

Со для всех }, } =1, п,, упрощает не только запись, но и построение 
каскадного кода, так как нужно построить всего одну матрицу 
С, а не п, таких матриц. Кроме того, упрощается реализация 
кодирования и декодирования в силу того, что для всех столб- 
цов используется одна и та же матрица, а следовательно, могут 
использоваться одни и те же кодеры и декодеры. Поэтому в даль- 
нейшем, за исключением случая, когда будут исследоваться по- 
тенциальные корректирующие свойства, ограничимся одной и 
той же кодирующей матрицей С, для всех столбцов. Дальнейшие 
условия, налагаемые на выбор матрицы С, и внешних кодов В, 
(т. е. на функции $,;), сформулируем, исходя из получения воз- 
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можно лучших оценок для кодового расстояния и других метри- 
ческих характеристик каскадного кода и по возможности наиболее 
простых при этом методов построения Су и В.. 

Отметим также, что без уменьшения общности получаемых 
результатов почти всегда можно считать, что, кроме а’, все осталь- 

ные величины @,=а, $=1, т. Это весьма естественное условие 
существенно упрощает анализ ряда вопросов, рассматриваемых 
в настоящей работе. 

§ 1.4. Заключение 

1.4.1. Замечания о проблемах помехоуетойчивого кодирования 

Основополагающая работа Шеннона [143] уже в 1948 г. открыла 
неожиданные и заманчивые возможности неограниченного уве- 
личения верности передачи сообщений по шумящим каналам. 

Однако, как стало. ясным из последующих работ Шеннона 
[143] и других исследователей [52, 140], для практического осу- 
ществления открывающихся. перспектив необходимо использовать 
весьма длинные корректирующие коды. В то же время сложность 
поиска хороших кодов, их кодирования и декодирования, в общем 
случае растущая экспоненциально с длиной кода, не оставляла 
никаких надежд на практическое применение кодов, реализую- 
щих теоретические возможности. 

Дальнейшие исследования выявили некоторые перспективные 
направления теории корректирующих кодов [415] и сняли бла- 
годаря введению линейных кодов проблему сложности для опе- 
рации кодирования. . 

В то же время для кодов большой длины, удовлетворяющих 
границе Варшамова—Гилберта или обеспечивающих наилучшую 
из возможных экспоненту вероятности ошибочного декодирования 
в ДСК без памяти, до сегодняшнего дня остаются открытыми как 
проблема построения самого кода, так и проблема его декодирова- 
ния с неэкспоненциальной сложностью реализации. 

Использование мощных методов современной алгебры над 
конечными полями [13, 108] позволило решить ряд задач помехо- 
устойчивого кодирования указанного выше типа, относящихся 
к кодам длиной в несколько десятков, иногда даже сотен символов, 
но эти методы быстро теряли свою эффективность с ростом длины 
кода и асимптотически (при п -> со). приводили к плохим резуль- 
татам. 

Вопросы сложности реализации теоретически эффективных 
корректирующих кодов вначале неявно, а начиная с конца 
60-х—начала 70-х годов все более отчетливо ставились в боль- 
шинстве исследований по помехоустойчивому кодированию. 

В последнее время сложность реализации становится одним из 
основных критериев при оценке перспективности или, наоборот, 
бесперспективности того или иного направления теории помехо- 
устойчивого кодирования. 
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Чтобы открыть помехоустойчивому кодированию дорогу к прак- 
тическому применению, с самого начала развития теории кодиро- 
вания большое внимание уделялось поиску методов построения 
кода и его декодирования хотя и не оптимальных, но достаточно 
эффективных и, главное, обладающих приемлемой сложностью 
реализации при большой длине кода. Сюда безусловно относятся 
произведения . кодов [144], коды с мажоритарным (пороговым) 
декодированием [82, 84], коды, построенные по схемам итерации 
Зива [174], каскадные коды [140] и, наконец, обобщенные каскад- 
ные коды (или каскадные коды произвольного порядка) [23, 26]. 
Характерным отличием большинства подобных систем кодирова- 
ния (кроме кодов с мажоритарным декодированием) является то, 
что длинный код получается в результате некой композиции более 
коротких кодов, что позволяет упростить как построение самих 
кодов, так и их декодирование. 

1.4.2. Основные направления исследования каскадных методов 
кодирования 

Остановимся подробнее на проблемах, рассматриваемых в моно- 
графии и тех, которые хотя и относятся к каскадному кодирова- 
нию, но в силу ограниченности объема книги или отсутствия до- 
статочно развитых методов исследования и принципиально новых 
результатов не рассматриваются в настоящей работе. 

Прежде всего отметим, что в дальнейшем изучаются только 
блоковые двоичные линейные каскадные и обобщенные каскадные 
коды 1. 

Диапазон исследований указанных кодов охватывает такие 
проблемы, как выбор внутренних и внешних кодов; анализ весо- 
вой структуры каскадных кодов произвольного порядка; комби- 
наторное исследование верхних и нижних оценок кодового рас- 
стояния; разработка алгоритмов каскадного декодирования; ана- 
лиз реализуемых корректирующих свойств при каскадном деко- 
дировании; осуществление равной и неравной защиты информа- 
ционных символов; эффективное исправление ошибок в каналах 
со сложным характером ошибок; потенциальные возможности 
каскадного кодирования и влияние структуры каскадного кода 
произвольного порядка на его потенциальные характеристики. 

Хотя все эти проблемы рассматриваются лишь в рамках огово- 
ренных выше ограничений, распространение полученных резуль- 
татов на случай недвоичных каскадных кодов достаточно триви- 
ально и не связано ни с какими дополнительными принципиаль- 
ными трудностями. Недвоичные каскадные коды не рассматри- 
ваются лишь в силу необходимости сокращения объема книги и 
более лаконичного и простого изменения. 

1 Так как каскадные коды являются обобщенными каскадными кодами пер- 
вого порядка, то мы-не будем использовать термин «обобщенные каскадные 
коды», а называть и те и другие каскадными кодами с указанием порядка. 
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Авторы совсем не касаются теории сверточных каскадных ко- 
дов, так как к моменту написания монографии эта теория находи- 
лась еще в зачаточном состоянии. 

Аналогичное замечание относится и к теории нелинейных кас- 
кадных кодов произвольного порядка. Построение этой теории 
требует дополнительных исследований, которые, как можно ожи- 
дать, откроют новые принципиальные возможности и теоретиче- 
ского, и прикладного плана. В качестве одной из таких возмож- 
ностей отметим совместное рассмотрение модуляции и кодирова- 
ния как каскадной схемы кодирования, в которой выбор внутрен- 
них кодов представляет собой выбор модуляции, а внешних — 
действительно кодов, наилучшим образом соответствующих моду- 
ляции и демодуляции. 

Несмотря на очевидную перспективность применения каскад- 
ных методов кодирования в каналах с различным числом входов и 
выходов, например, таких, как широковещательные каналы или 
каналы Блекуэла, эти вопросы из-за отсутствия к моменту оконча- 
ния книги сколько-нибудь существенных результатов в ней не 
рассматриваются. 

Перечисленные выше’ ‘вопросы каскадного кодирования, не 
затрагиваемые в настоящей монографии, ‘являются объектом при- 
стального изучения многими исследователями, о чем свидетель- 
ствуют появившиеся в последнее время многочисленные публика- 
ции, посвященные этим вопросам.



Глава 2 

КОДИРОВАНИЕ И ВЕСОВАЯ СТРУКТУРА 

КАСКАДНЫХ КОДОВ 

  

В этой главе рассматривается класс двоичных линейных каскад- 
ных кодов произвольного порядка. Вводится система вложенных 
внутренних кодов и описываются методы несистематического и 
систематического кодирования. Изучается весовая структура 
каскадных кодов и исследуется связь основных параметров каскад- 
ного кода с соответствующими параметрами внешних и внутрен- 
них кодов. Обсуждаются требования, предъявляемые к внутрен- 
ним и внешним кодам, и исследуются системы вложенных внутрен- 
них кодов, когда кодирование определяется умножением на произ- 
вольную невырожденную матрицу, нижнюю треугольную матрицу 
и, ненулевой элемент поля. Показано, что во втором случае 
всегда может быть выполнено систематическое кодирование. 

Обсуждается и аргументируется целесообразность выбора кодов. 
РС над полем СЁ (24) и их модификаций в качестве внешних кодов. 

$ 2.1. Кодирование каскадных кодов 

2.1.1. Линейные каскадные коды 

Отраничиваясь в дальнейшем рассмотрением только двоичных 
линейных каскадных кодов с каскадным алгоритмом кодирова- 
ния, будем в соответствии с результатами разд. 1.3.3 кодировать 
блоки р; информационного слова групповыми над полем СЁ (24) 
внешними кодами В; длины п, со скоростью передачи А; =5,/пь, 
а кодирование столбцов a? › вспомогательного слова у осуще- 
ствлять умножением его слева на невырожденную матрицу Go 
порядка п. 

Прежде всего покажем, что требование о невырожденности 
матрицы С, не является слишком обременительным и во всяком 
случае не уменьшает возможностей выбора внутреннего двоичного 

кода А, со скоростью передачи Ва. Ха» определяемого этой 
$—1 

матрицей. ° | 
Действительно, так как последние а строк вспомогательного 

слова 7 нулевые (1, =0), то выражение 

а? — С“? nan a= Gyyx, (2.1) 

определяющее результат кодирования внутреннего кода А1, 
не зависит от последних а, столбцов матрицы Су, которые поэтому 
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могут выбираться совершенно произвольно. В то же время линей- 
ный код A, полностью определяется своей кодирующей матри- 
цей С, размеров п,х(п,—а0), которая, что совершенно очевидно, 
получается из матрицы С, отбрасыванием ее последних а, столб- 

т - 

1 
цов. Так как при скорости передачи В = а; ранг матрицы С, 

a 
$—1 

т - 

должен быть равен > а; =п„ — а, то при выполнении этого усло- 
4=1 

вия всегда`можно так выбрать последние а, столбцов матрицы Со, 
чтобы она оказалась невырожденной. 

Учитывая, что в силу линейности внешних -кодов В, блоки 
ь; и 1, одновременно являются либо нулевыми, либо ненуле- 

выми, введем множество 7; таких двоичных столбцов 1‘”) длины п,, 
$—1 

у которых нижние г: = а, символов нулевые, а остальные 
8=0 

Е.—=п.—г. символов могут быть любыми. Тогда имеют место 
at а at 

очевидные включения 

J,DJ,D...D/,. (2. 2) 

Пусть wxGJ,, тогда полученное посредством отображения 
у=@,х множество 

A,={y:y=Gyor И rEJ,} . (2.3) 

назовем ${-м внутренним кодом (или 1-м кодом первой ступени). 
Обозначим через 4; и В; =Ё„/п, соответственно кодовое расстоя- 
ние и скорость передачи этого кода. В силу (2.2) и (2. 3) спра- 
ведливы включения 

АА 4.5...) . (2.4) 

где А, — код без избыточности, т. е. множество всех двоичных слов 
длины п,. 

Так как Kon A,,, является подкодом кода А;, то множество 
кодов (2.4) назовем системой вложенных (внутренних) кодов. 
Для системы вложенных кодов выполняются очевидные нера- 
венства 

1—9 < 4. < 4» < ... Sans 

1 =Ry > ky > Ra> eee > Ram > Ra ma=%, 

а их производящие матрицы (,;, $ = 0, т, получаются из матрицы Су 
i—1 

отбрасыванием ее последних > a, столбцов. 

8—0 

(2.5)



Marpuuy Go 3anuuiemM в клеточной форме 

Q nm О, m-l °°: Ото 

=. |, | (2. 6} 

Qom Qormer +++ бы 
где клетки О, представляют собой матрицы размеров а;ха,, 
так что диагональные клетки О;; являются квадратными матри- 
цами порядка а;. Тогда матрица 

. G.=| GnGm-1... Gy |, (2.7) 

где 

Qme 

(1: — 

Qos 

является кодирующей матрицей внутреннего кода А;. Таким об- 
разом, кодирующая матрица С; кода А; получается из кодирую- 
щей матрицы (С,, кода .4;., отбрасыванием ее последних а, , 
столбцов. 

Как следует из определения системы вложенных кодов, вну- 
тренние коды не являются независимыми друг от друга (как это 
имеет место для внешних кодов). Все внутренние коды А; # =1, т, 
полностью определяются одним (основным) кодом А. (т. е. набором 
составляющих его кодовых слов) и выбранным для него правилом 
кодирования. Поэтому способ построения этого кода определяет 
не только его характеристики, но и характеристики каждого из 
кодов А,, { > 1, образующих вложенную систему. Поэтому выбор 
матрицы С,, однозначно определяющий не только набор кодовых 
слов кода А:, но и правило кодирования, играет определяющую 
роль для всех характеристик (в том числе кодового расстояния и 
спектра весов кодовых слов) внутренних кодов А;, #= 1, т. 

Покажем на примере, что при различном выборе матриц Со, 
определяющих один и тот же основной код А, с кодовым расстоя- 
нием d,,, можно получить разные системы вложенных кодов 
с различными кодовыми расстояниями 4; каждого из внутренних 
кодов. В качестве примера рассмотрим две системы вложенных 
кодов, порождаемых одним и тем же основным кодом (7, 6), макси- 
мально возможное кодовое расстояние которого равно а: =2 
и достигается тогда,. когда А, представляет собой множество 
всех двоичных векторов длины 7, содержащих четное число еди- 
ниц. Однако кодирование может осуществляться различным спо- 
собом, один из которых состоит в том, что подлежащее кодирова- 
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нию слово 1“) (последний символ которого нулевой) умножается 
слева на кодирующую матрицу 
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Легко проверить; что при’таком способе кодирования кодовое 

слово а“ отличается от 1‘? лишь в последнем символе, который 
выбирается равным 0 или 1 так, чтобы число единиц в слове ‘7 
было четным, следовательно, ам =2. 

В качестве другого способа рассмотрим кодирование, при кото: 

ром слово 1“) умножается слева на матрицу 

  

1 

0 

0 

Gj=\ ! 
1 

|4 

|0 =
 

©
 

|
 

-|§
 
O
K
 ©
 

>
 

|
 

CO 
-|
 

CO 
©
 0000 

0000 

0000 
100 Of. 

1100 

0110 
0011   

Так как первые шесть столбцов матрицы С, (так же, как и ма- 
трицы (,) имеют четный вес, а подлежащие кодированию слова 
1” в последней позиции содержат 0, то`вес слов а“) =бт“”? 
также является четным, откуда следует, что 4. по-прежнему 

равно 2. В то же время, если в качестве второго кода А, выберем 
код (7, 3), то множество кодовых слов этого кода при первом и вто- 
ром способах кодирования приведем в табл. 2.1, из которой видно, 

Таблица 2.4 
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что при первом способе кодирования кодовое расстояние кода 
А.—а,. =2, в то время как при втором способе кодирования кодо- 

вое расстояние этого кода 4, =4. 

Так как максимально возможное кодовое расстояние 4. кода 

(7, 3) равно 4, то никаким другим способом кодирования кодовое 
расстояние кода А, не может быть сделано большим, чем при вто- 
ром способе кодирования. 

Приведенный пример указывает на необходимость изучения 
оценок достижимых характеристик систем вложенных кодов и 
методов построения матриц С., обеспечивающих получение си- 
стемы вложенных кодов с Достаточно хорошими характеристи- 
ками. 

Для исследования этих вопросов необходимо располагать 
связью между кодирующей матрицей (4, и проверочными матри- 
цами каждого из кодов 4; образующих вложенную систему. 

`Так как подлежащие кодированию внутренним кодом слова 

Ym Jj 

Чт» Jj 

17 = ° 9 j= 1, My где tos = 0, 

Yay     Tos 

связаны с получаемыми в результате кодирования словами, кото- 
рые являются кодовыми словами одного из внутренних кодов А.» 

1—1, т, 

    
соотношением 

Jj J a) — Gay, (2. 8) 

умножая (слева) это равенство на матрицу Ну, обратную матри- 
це С,.(Н, = 05’), получаем 

Нод == 1%. (2. 9) 
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Запишем матрицу Ну в клеточной форме: 

Рип Ритл --- Рио H*, ` 

Н.=|. о ОИ, |, (2.10) 

Ри Рид --- Poo Но 

где клетки Р,, представляют собой матрицы размеров а; а,, так 
что диагональные клетки Р;; являются квадратными матрицами 

порядка @,. Если для слов 1“), подлежащих кодированию ко- 

дом A,, элементы 1,;=1:,=...==1,3,==0, то 

Ha? =0, (2. 11) 
где 

Н.=|. |, 

Но 

а Я. =|РР, пл...Рь) $=0, i—1. Соотношение (2.11) 

означает, что матрица Н; размеров (d)+a,+ ... +4;_,)Xn, 
представляет собой проверочную матрицу кода 4;. Таким обра- 
зом, проверочная матрица кода А; получается из проверочной 
матрицы кода А;.1 отбрасыванием ее верхних а; строк. 

Матрицу Но, определяющую все проверочные матрицы Н,, 

{ =1, т, будем называть проверочной матрицей системы вложенных 
кодов. Если известна проверочная матрица Но, то, как следует 
из ее определения, кодирующая матрица С, в свою очередь опре- 
деляется равенством С, =Н5!, так что кодирование внутренними 
кодами можно с одинаковым успехом задавать как матрицей С, 
так и матрицей Ну, выбирая ту из них, построение которой (с уче- 
том возможных дополнительных условий) осуществляется проще. 

Отметим также используемые в дальнейшем соотношения, вы- 
текающие из определения матриц С, и Н,. Так как 

Hn 
* 

m—1 

Н.С, = . ° |G, m-1e+- Go| == Ei, 

  

    Но 
TO 

ne Ea; upu i=]; 
HiG =|, apm isk}, (2. 12} 
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где Ё,; — единичная матрица порядка а,. Кроме того, 

0 

Н@:; = Tey |- (2. 13) 

    
2.1.2. Несистематическое кодирование 

Предполагая, что в качестве внешних кодов ВБ; всегда используются 
систематические коды, рассмотрим Два способа преобразования 
информационного слова вь во вспомогательное слово 1. 

` Первый способ состоит в непосредственном кодировании каж- 

дого слова в; кодом В;, {=1, т, в результате чего слова  пре- 
образуется в слово 1, такое, что 1;; =; для ]=1, 6, #=1, т. 

Тогда после умножения каждого-столбца 1” слова 1 слева на 
матрицу (57) (или всего слова 1 на матрицу Су, если (57) =б, для 
всех 7) получаем. кодовое слово а каскадного кода, такое, что в нем, 

  

вообще говоря, a, 51; для ] = 0, 6,, :—=1, т. Это значит, что 
полученный при этом (в результате кодирования внешними и 
внутренними кодами) каскадный код будет несисбтематическим. 

Второй способ, приводящий к систематическому коду, состоит 
в том, что перед кодированием слова в к нему предварительно 
добавляется специально выбираемое слово В, в котором так же, 

каки в слове р, элементы В;,=0 при ]=6,-1, п» =1, т. 
Что касается элементов В,, при ]=1, 6,, {=1, т, то они подчи- 

няются дополнительным условиям, которые будут сформулированы 
ниже. . 

Таким образом, слово В можно трактовать как некоторое специ- 
ально выбираемое информационное слово, соответствующее под- 
лежащему передаче информационному слову в. 

Полученное таким образом слово .у=ь--В, которое назовем 
вспомогательным информационным словом, кодируется кодами 

В., =, т, в результате чего оно преобразуется во вспомога- 

  

$ 

тельное слово т, такое, что 1,, =; при j = 1,6, 5—1, т, причем ъ; „, 

вообще говоря, отличается от в, ,. Слово 3,-если это возможно, 

выберем так, чтобы после умножения каждого столбца 1‘ вепо- 

могательного слова 1 слева на матрицу ((/}) получаемое кодовое 
слово каскадного кода а удовлетворяло условию 

и, —р;; при 1=1, b;, i= i, m. (2. 14) 
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Рис. 2.1. Блок-схема несистематического кодирования обобщенным каскад- 
ным кодом - 
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Таким образом, мы выделяем два способа кодирования, при кото- 
рых приходим к несистематическим и систематическим каскадным 
кодам. 

Для несистематических каскадных кодов кодирование кодового 
слова схематично можно представить в виде р —> 1 -> о, причем 

Peg—= Tey A%, Up ] =1, 6,, #=1, т. Для систематических ка- 
скадных кодов аналогичная схема имеет вид и у 1-—а, при- 

чем у, 5, ЕТ), при 1 =1, 1, Ь, 1—1, т. . 

Однако для систематических кодов остаются открытыми во- 
просы о существовании и способах построения слов В, удовлетво- 
ряющих указанным выше условиям. Эти вопросы будут расемо- 
трены в разд. 2.1.3. 

В соответствии с определением несистематического кодирова- 
ния каскадного кода реализация такого кодирования может быть 
осуществлена следующим образом. 

Сначала по слову р находим слово 1, т. е. определяем т,, 
которые являются кодовыми словами, полученными в результате 
кодирования информационных слов р; кодами В;. Затем слово 1 
кодируем внутренними кодами, т. е. находим кодовое слово а 
каскадного кода как матричное произведение 

a= Goy, (2. 15) 

что и завершает кодирование. 
Реализация (2.15) может быть выполнена поэтапно последо- 

вательным вычислением каждого столбца а“ =(1”. Схемати- 
чески кодирование представлено на рис. 2.1. 
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Иногда на практике в целях увеличения быстродействия 
проводится распараллеливание вычислений. Убедимся, что коди- 
рование каскадного кода порядка т естественным образом рас- 
параллеливается. Для этого матрицу С, представим в виде С, = 
=|С*С*_,...С5|, где С; — матрица размера п, Жа,. Нетрудно 
убедиться, учитывая представление вспомогательного слова 7 через 
подматрицы 1,, что 

т 

я — >. (2. 16) 
‘= 

Кодирование посредством (2. 15) или (2. 16) при использовании 
систематических кодов В; приводит к несистематическому каскад- 
ному коду. о 

2.1.3. Систематическое кодирование . 

Переходя к вопросу о существовании и определении слов В, 
необходимых для построения систематического каскадного кода, 
начнем с рассмотрения наиболее общего случая, когда кодирующая 

матрица С, (или матрицы ((7), } =1, п,) является произвольной 
невырожденной матрицей порядка n,. 

Для формулировки условий, обеспечивающих возможность 
систематического кодирования, введем для каждой матрицы бу 
(см. (2. 6)) квадратные подматрицы ~ 

Onnm «+» От ‚ 

Gu=| - 

О... бы 
о "то. 

G,,=| . 

Я... О 

Gm = От | 
Тогда имеет место следующее утверждение, справедливость кото- 
рого доказывается в приложении 2.1. 

Утверждение 2.1. Для реализации систематического коди- 
рования необходимо и достаточно, чтобы все квадратные подма- 

трицы С.,, =, т, кодирующей матрицы С, были невырожден- 
ными. 

Легко видеть, что условия утверждения 2.1 выполняются авто- 
матически, если в качестве кодирующей матрицы С, выбирается 
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невырожденная нижняя треугольная матрица, которая в клеточ- 
ной форме имеет вид 

Т тт 
От, т Г m—1, m—1 0 

G,=|| - : : , (2. 17) 

Qom Qom-1 eee Г 00     
где Г, — невырожденные нижние треугольные матрицы по- 
рядка а;. Тогда все матрицы С; являются невырожденными 
нижними треугольными матрицами. 

Соотношения, определяющие в этом случае элементы В,, 

слова В, приведены в приложении 2.2. Из этих соотношений непо- 
средственно следует, что систематическое кодирование каскадного 
кода с треугольной кодирующей матрицей С, может быть осуще- 
ствлено при помощи следующего алгоритма. 

1. Полагаем i=m. 
2. Формируем информационные элементы в;;у==а,)„ ]=1, 6,. 

3. Для каждого ]=1, 6; определяем элементы p,,-+8;, m0 
формуле 

Bey + В; =Тч beg t Г Ония (Ваал, j + Bess, Л +... 

НТА т (ву Е Вы. (2.18) 
4. Элементы №,,-ЕВ;„ /==1, 6, принимаем в качестве инфор- 

мационных символов внешнего кода В; и в результате соответ- 
ствующего кодирования формируем кодовое слово 1, этого кода. 

5. Для каждого } =6,--1, п, находим элемент a,, (каскадного 
кода по формуле 

т 

asy — > 9, 

6. Если # _>0, то {: 5—1 и переходим к п. 2. Если #=0, то 
кодирование завершено, так как найдены все элементы а;,, опре- 

деляющие кодовое слово каскадного кода. Последовательность 

вычислений для каждого $, $=0, т, назовем шагом алгоритма 
кодирования. Таким образом, систематическое кодирование каскад- 
ного кода осуществляется за т--1 шагов. При выполнении послед- 
него шага, соответствующего #=0, следует иметь в виду, что 

6, =0, так что 1 ;=0 для всех ] =—1, п,. 
Заметим, что в том случае, когда С, является нижней треуголь- 

ной матрицей, обратная ей матрица (5! =Н., т. е. проверочная 
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матрица также будет нижней треугольной © обратными по отноше- 
нию Г; диагональными клетками 

а | 
тт 

—1 
Ри, т Ти 1, т—1 

H,=\ - . . . 

1 
Pom Ри ооо То     

Тогда систематическое кодирование может быть легко осуще- 
ствлено не только с помощью кодирующей матрицы Су, но и © по- 
мощью проверочной матрицы Ну. Соответствующий алгоритм 
кодирования имеет следующий вид. 

1. Полагаем $ =т. 

2. Формируем информационные элементы 

у — у j=1, },. 

3. Для каждого } = 1, п, определяем элемент В, ; по формуле 

Onn 3 

“т-1, 1 

ВИ РРи-1 ... Py iat | ° || ° ’ 

    (1.1, ; 
причем В„,==0. 

4. Jina каждого 1=1, 8, 6; находим элементы 1,; ; по формуле 

1:1==В,-- Тна,,. При этом из В„,=0 следует, что 1; = Тита. 
5. Элементы 1; ]=1, 6, принимаем в качестве информацион- 

ных символов внешнего кода В,, в результате кодирования кото- 

PHM находим проверочные символы 1; ]=6,--1, пь, т.е. форми- 
руем кодовое слово 7; этого кода. 

6. Для каждого = 6,-Р1, п, находим элемент а; ; По формуле 

у = Т; 8 (В, тьу). 
7. Если} > 0, то заменяем $ на $—1 и переходим к п. 2. В про- 

тивном случае (1 —0) кодирование завершено, так как найдены все 
элементы а;,, т. е. все кодовое слово «a. 

'Убедимся теперь в том, что полученное в результате таких вы- 
числений слово © является кодовым словом каскадного кода т-го 
порядка. Прежде всего заметим, что из структуры матрицы Нь 
(см. (2. 19)) и алгоритма кодирования следует, что 

  

= На? j=1, Пь, (2.20) 
34



где «4? —crton6en cnopa a, a AS=|P,,,P;s mire+> Py. aT sO, |, mpa- 
чем 0, — матрица из нулей размеров 

$—1 

a,x D4, 
8=0 

Из (2. 20) вытекает, что 1, =Нза, где 1, — слово кода В. 
Отсюда с учетом (2. 19) имеем 1 =Нуя или а =Сот, это и завершает 
доказательство того факта, что в результате вычислений по при- 
веденному алгоритму получается слово каскадного кода. 

Отметим, что мы получим тот же самый каскадный код в не- 
систематическом виде, если применим алгоритм кодирования, 
описанный в разд. 2.1.2. При этом тому же набору информацион- 
ных символов будет соответствовать другое кодовое слово. Под- 
черкнем еще одно различие этих методов кодирования. При не- 
систематическом кодировании выбор слова 1; из кода В; опре- 
деляется только значениями информационных символов под- 
матрицы p,. При систематическом кодировании выбор слова 1; 
‘из кода В, определяется не только значениями информационных 
символов в подматрице ру; но и значениями информационных сим- 

волов В подматрицах (,, $ — 81, т. 
В дальнейшем условимся, что если кодирующая матрица G5 

(или проверочная Н.) задана в виде нижней треугольной матрицы, 
то будем говорить о каскадном коде как о систематическом неза- 
висимо от того, каким кодированием для него пользуемся. 

$ 2.2. Весовая структура каскадных кодов . 

2.2.1. Анализ весовой структуры каскадных кодов 

Перейдем теперь к анализу весовой структуры каскадного кода, 
одна из основных характеристик которой определяется следую- 
щей теоремой. 

Теорема 2.1. Если два кодовых слова &” и ““* линейного кас- 
кадного кода. таковы, что соответствующие им вспомогательные 

слова т. и т". удовлетворяют условиям 1*=—1**, 8=1, #— 1; GE 

521“; т и 1“ произвольны upu s>i, To paccTosHue 4 (а", a”) 
между этими словами удовлетворяет соотношению 

d(a*, a) > di =d,d,,. (2.21) 

Доказательство. ‘Так как каскадный код линеен 
над полем характеристики два, то 4 (и*, а«**) равно весу слова 
а =а*--а**, которое также является словом этого кода. Но вслове 
1, соответствующем слову ©, согласно условиям теоремы 1, —0, 
$5 =1, 1—1; 1,720, так что 1; содержит не менее чем 4, ненулевых 
элементов 1,;. Каждому из этих элементов соответствует ненуле- 

вой столбец 19 ), который порождает ненулевое слово’ кода 4; 
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весом не менее чем 4. ;. Таким образом, вес | х | слова а удовлетво- 
ряет неравенству |о | =а4 (“*, а**) > а 4. 

Следствие 2.1. Кодовое расстояние 4 линейного каскад- 
ного кода порядка т удовлетворяет неравенству 

d>d™ = min {dj}. (2, 22) 
l<t<m 

Величину 4® будем называть нижней оценкой кодового рас- 
стояния каскадного кода. 

Учитывая, что в подматрице в; информационные символы рас- 
полагаются в левых 6; столбцах, получаем для скорости пере- 

дачи {-го внешнего кода В;, $=1, т, выражение А»; —=6,/п,. 
Так как в каждой из подматриц р; информационные символы 

выбираются независимо друг от друга и %=0, то общее число 
информационных символов каскадного кода равно 

т 

k= > k= > a,b,, | (2. 23) 
$—1 $—1 

где Ё,=а.6, — число двоичных информационных символов 1-го 
внешнего кода. 

В соответствии с теоремой 2.1 весовой структуре каскадного 
кода можно дать следующую интерпретацию: каскадный код 
представляет собой множество из М =2* различных слов: Это мно- 
жество слов естественным образом разбивается на 2* подмножеств 

М (1), 1=1, 2%, содержащих каждое по 2*-№ слов. (В каждое из 
множеств М (1) входят все слова каскадного кода с одними и 
теми же информационными символами в подматрице р.) 

Из теоремы 2.4 следует, что расстояние между любыми двумя 

множествами * М (1) и М (1) не менее чем 4) =4 „4. Выберем 
теперь одно из множеств М (1) и разобьем его на 2*№: подмножеств 

М (1, 25) по 2®-в-№ слов в каждом так, чтобы в М (4, 15), &=1, 2%, 
входили все слова множества М (11) с одними и теми же информа- 
ционными символами в подматрице п... Таким образом, каждое 
из множеств М (1, [) содержит кодовые слова с совпадающими ин- 
формационными символами в подматрицах р и ро. 

Из теоремы 2.1 следует, что расстояние между двумя множе- 
ствами М (#, Ь) и М (4, [5) удовлетворяет неравенству 

dS —d,.d,., ecnu И=И и 55-1; 
М (1, 5), М (1, ls Z , ” 

4(1 (1 2) (1. 2] min (45°, dS), если = И. 

Соответственно множество М (1, &, ..., &2) разбивается 

на 11 ={, 2 подмножеств М (1, 1, -.-, а, 8) по 2..2 
слов каскадного кода в каждом, гдев М (4, 4, ..., 1, [;) входят 

1 Под расстоянием 4 (А, В) между двумя множествами А и В понимается 
min а (а, 6)}, где ВА, 6 ЕВ. 
а, 
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все слова множества M (1,, l,, ..., J,_,) © OMHUMM M TeMM же ин- 
формационными символами в подматрице ,. Таким образом, 
каждое из множеств М (11, [5,..., 1,1, 1.) содержит кодовые слова 
с совпадающими информационными символами в подматрицах 
Peay Bar + oy Bye 

Из теоремы 2.1 следует, что расстояние между двумя множе- 
ствами М (А, В, .... 1) a M(U, Uj, ..., И) удовлетворяет нера- 
венству 

а(М (1,..., 1), MCG, > 

dj? =d,,d,,, ecau lj, =1;, s=1, i—1 и =; 
, (2.24) 

min {45°}, если [, = 1, 8=1, 5—1 и 5. 
Sms 

Z 

Из проведенного анализа весовой структуры каскадного кода 
непосредственно следует, что выбором величин 4) =4„‚4‚„, можно 
обеспечить неравную защиту информационных символов. Воз- 
можность неравной защиты информационных символов определя- 
ется следующей теоремой. 

Теорема 2.2. Пусть при передаче слова каскадного кода воз- 
никли ошибки, число которых #, такое, что 2 > 4) и 21 4®, 
$=1,#, тогда при декодировании каскадного кода по минимуму 
расстояния информационные символы первых { подматриц tues 
$=1, i, будут декодированы правильно, хотя информационные 
символы других подматриц р, $ >15, могут быть декодированы 
неверно. 

Доказательство. Рассмотрим множество М’ =М(/,... 
..., В), к которому принадлежит цереданное кодовое слово а. 
Так как `любое другое множество М” =М (И,..., Ё) от- 
стоит от множества М” на расстояние, не меньшее, чем 
ши {4:7} >> 24 то никакие # ошибок не могут превратить слово а 
lacs 

в слово @, расположенное к М” ближе, чем к М’, и, сле- 
довательно, при декодировании по минимуму расстояния слово 
& будет отождествлено с.некоторым кодовым словом a@M’, ne 
обязательно совпадающим со словом а. Нов силу условия &@ М’ 
слова @ и а имеют одинаковые информационные символы в под- 
матрицах р, в›, ..., №, ЧТО и доказывает теорему 2.2. 

2.2.2. Требования к внешним и внутренним кодам 

Как следует из результатов предыдущего раздела, скорость пере- 
дачи каскадного кода В и основные характеристики его весовой 
структуры, включая кодовое расстояние 4, определяются пара- 
метрами внешних и внутренних кодов. В связи с этим остано-. 
вимся на основных требованиях к выбору этих кодов. 
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Так как длина каскадного кода (в двоичных символах) п =п,Пь, 
то на основании (2. 23) для скорости передачи каскадного кода 
имеем 

k b 
R= rn. Stee = -Su (А; — В, 1) Вь, (2. 25) 

$—=1 t=] 

где А, „.: =0, а В„; и В» — скорости передачи соответственно 

1-х внутренних и внешних кодов. 
Как следует из (2. 24), расстояние между двумя подмноже- 

ctpamu M/(l,, J,, ..., UY, 4) и МЕ, в, ... Г, 1) множества 
М (1, [,..., 1) оценивается снизу величиной а. —=а „Ан, а кодо- 
вое расстояние 4 в соответствии с выражением (2. 22) удовлетворяет 
неравенству 

4>4®= min (d,4,,). (2. 26) 
1<;<т 

Выбор каскадного кода, как правило, сводится к решению 
одной из следующих задач. 

Задача 1. При заданной скорости передачи В максимизи- 
ровать нижнюю оценку 8“) —=4“?/п кодового расстояния или при 
заданном $“) максимизировать R. 

Задача 2. При заданном наборе величин А, =А,/п, #=1, т, 

где У В, = В, максимизировать все или некоторые из величин 
$—1 

$ — 4/п или при заданном наборе 5" максимизировать В при 
некоторых дополнительных ограничениях, налагаемых на R,. 

Первая задача типична при равной защите всех информацион- 
ных символов РЗ; вторая задача типична для случаев, когда раз- 
личные информационные символы имеют различную ценность 
и поэтому должны быть защищены по-разному (НЗ). 

Указанные основные задачи и некоторые их модификации 
индуцируют требования, предъявляемые к внутренним и внешним 
кодам и выбору структуры каскадного кода. Под структурой кас- 
кадного кода. будем понимать связь между скоростями пере- 
дачи внутренних и внешних кодов, т. е. множество пар {(R,,, 

R,,):t = 1, m}. 
Основное требование, предъявляемое к внутренним кодам, 

состоит в необходимости разработать такие методы выбора си- 
стемы вложенных кодов, которые при заданном наборе скоростей 

передачи А,„; максимизируют кодовые расстояния 4„,, #==1, т. 

Основное требование, предъявляемое к внешним кодам, со- 

стоит в выборе таких кодов (т. е. функций ¢,,, i=1, т), которые 
при заданном наборе скоростей передачи А,; максимизируют ве- 
личины 4. Пусть задача выбора внутренних и внешних кодов 
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решена. Однако при этом остается еще не решенной задача построе- 
ния каскадного кода, т. е. выбора его структуры. Последняя за- 
дача существенно связана с назначением каскадного кода, напри- 
мер с необходимостью обеспечить равную или неравную защиту 
информационных символов. 

В первом случае при построении каскадных кодов РЗ, как 
правило, задаются порядок кода и нижняя оценка кодового рас- 
стояния, а его структура выбирается так, чтобы максимизировать 
скорость передачи. 

Во втором случае, т. е. при построении каскадных кодов НЗ, 
разнообразие задач существенно возрастает. В частности, при 
построении каскадных кодов НЗ с двумя степенями защиты, опре- 
деляемыми $" и 5", 2 < $,1, обычно задают порядок кода, 
степени защиты 5" и $“, ??, а также число информационных 
символов п?) с наименьшей защитой, а его структуру выбирают 
так, чтобы максимизировать число информационных символов 
nR™ ¢ наибольшей защитой (или, что то же самое, максимизи- 
ровать скорость передачи А =В)-- В ®)). ” 

$ 2.3. Внутренние коды 

2.3.1. Система вложенных KONOB БЧХ 

В качестве важного, имеющего самостоятельное значение примера 
рассмотрим. способ построения матрицы Ну при условии, что все 
коды А; (при надлежащем выборе параметров а;) являются кодами 
БЧХ, которые представляют собой достаточно хорошие известные 
коды с удобной для практической реализации процедурой коди- 
рования и декодирования. 

Проверочный многочлен h, (x) кода БЧХ — А; представляет 
собой произведение минимальных неприводимых над полем СЕ (2) 
многочленов т, (х) [25]. Тогда, выбирая проверочный многочлен 
й„ (2), определяющий внутренний код А», и добавляя к нему один 
или несколько множителей т, (х), получим последовательность 
многочленов й„_1(т), №„_2(т), ..., №, (1), которые примем в ка- 
честве проверочных многочленов внутренних кодов Аи 1, Аша... 

А о о 09 1 

Учитывая сказанное, будем представлять проверочный много- 
член 1-го внутреннего кода А; в виде 

й; (5) = (2) й„_1 (х)-...-й: (<), (2.27) 

где каждый из многочленов Й, (5) представляет собой один или 
произведение нескольких минимальных многочленов т, (15) и 
имеет степень, равную а,. 

Тогда справедливо следующее утверждение, доказательство 
которого приводится в приложении 2.3. 
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Утверждение 2.2. Если провероч- 
ный многочлен Й; (1) 1-го внутрен- 

Hero кода БЧХ, 1—1, т, опреде- 
tml ляется равенством (2. 27), то прове- 

h,, (2) рочная матрица Ну каскадного кода 
т т-го порядка имеет вид (2. 28). 

т hy, (Z) Например, пусть т-=3, n,=31, 
аз =16 и в качестве внутренних кодов 

. A,, Az, А. мы хотим получить коды 
тт (5) БЧХ соответственно (31, 16); (31, 10) 

hi, 1 (2) и (31, 5), имеющие кодовые расстоя- 
h nna d,, =8, d,.»=12 ид, =16. Тогда 

Hy=|" = ms) |. (om. [25]) имеем hy (2) =m (2) = 
. =1+ 2°+2', hy (x) = hg (x)my (2) = 

=1+2-+2'+2°-+ 2", hy (z)=h,(z)mnq(2)= 
gim-h, (2) =1+2'+2,+25+27+28+27)0+ 74 

- Pino (2) + 28+e24+75. 
_ Как следует из выражения (2. 28), 
. проверочная матрица Я для системы 

“yy вложенных внутренних кодов БЧХ 
29-Й, (т) является нижней треугольной ма- 

й; (5) трицей порядка п,, все диагональ- 
x 1, (2) ные элементы которой равны еди- 

. нице (что и определяет ее невырож- 
денность).     (2.28) | «th, (2) 

2.3.2. Система вложенных кодов 
на базе произвольной невырожденной матрицы 

Перейдем теперь к оценке основных характеристик системы вло- 
женных кодов, начиная © наиболее общего случая, когда в ка- 
честве кодирующей матрицы С, выбирается произвольная невыро- 
жденная матрица. Систему вложенных кодов, определяемую 
такой матрицей, ‘будем называть системой вложенных кодов на 
базе произвольной невырожденной матрицы. 

Каскадные коды, построенные с использованием такой системы, 
назовем в соответствии с процедурой кодирования несистемати- 
ческими каскадными кодами. 

Две основные характеристики этой системы вложенных ко- 
дов — кодовые расстояния и спектры весов кодовых слов опре- 
деляются следующими теоремами, доказанными в приложении 2.4. 

Теорема 2.3. Для любого п, существует невырожденная ма- 
трица С., такая, что кодовые расстояния 4,, любого кода А, со 
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скоростью передачи А,„,==(п, —у)/п,, у=1, n,—1, порождаемого 
матрицей С, достигают границы ВГ, т. е. 

а, Z nor (R,,)- (2. 29) 

Теорема 2.4. Для любого п, существует невырожденная мат- 
трица Су, такая, что спектр весов М, (1) любого кода A, co ско- 
ростью передачи R,,=(n,—v)/n,, log, 3n,<v<n,—1, поро- 
ждаемого матрицей Су, будет удовлетворять неравенству 

1 при #1 =0; 

М, (и) ={ 0 при О<и<пьввг (В,,); (2. 30) 
<Зп,С,2-"8 9-1) при пбвг (В) <ш <n,—1, 

где М, (1) — число кодовых слов веса и в коде А.. 

2.3.3. Система вложенных кодов 
на базе треугольной невырожденной матрицы 

Выбирая в качестве С, ту или иную матрицу порядка п,, прежде 
всего необходимо убедиться в том, что она является невырожден- 
ной. Однако этот вопрос автоматически снимается, если в качестве 
матрицы С, выбирается треугольная нижняя (или верхняя) ма- 
трица п,-го порядка, все диагональные элементы которой равны 
единице. 

В этом случае матрица Ну также является треугольной. В кле- 
точной форме матрицы С, и Н, имеет соответственно вид (2. 17) 
и (2. 19). | 

Частным случаем треугольной матрицы (С, является матрица, 
которую будем называть специальной треугольной матрицей. 
Она отличается от рассмотренной выше треугольной матрицы 
только тем, что ее диагональные клетки порядка а; являются еди- 
ничными матрицами Ёа,, т. е. Г,==Ти=Е„,. В этом случае ма- 
трица, обратная матрице Су, т. е. матрица Ну, также является спе- 
циальной треугольной матрицей. 
‚ Систему вложенных кодов, определяемую невырожденной тре- 
угольной матрицей, будем называть системой вложенных кодов 
на базе треугольной матрицы. Каскадные коды, построенные с ис- 
пользованием такой системы, назовем систематическими каскад- 
ными кодами. 

Однако вопрос о существовании треугольных и специальных 
треугольных матриц, удовлетворяющих теоремам 2.3 и 2.4, оста- 
ется открытым. Поэтому для таких матриц аналогичные теоремы 
доказываются отдельно в приложении 2.5. 

Теорема 2.5. Для любого п, существует невырожденная нижняя 
треугольная матрица (Су, такая, что кодовые расстояния d,, любого 
кода А, со скоростью передачи ВА„,=(п, —у)/п, у=1, п — 1, 
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порождаемого MatTpuleH G,, yocturaior rpanunn BI., tr. e. d,, > 

= ndsr (R,,)- 

Теорема 2.6. Для любого п, существует невырожденная нижняя 
треугольная матрица Су, такая, что спектр весов М, (1) любого 
кода А, со скоростью передачи А„,==(п,—у)/п,, 108. Зп, ЗУ 
< п,—1, порождаемого матрицей 5, будет удовлетворять не- 
равенству (2. 30). 

2.3.4. Система вложенных кодов - 
на базе ненулевого элемента. поля СЕ (2=«) 

Рассмотрим еще один частный случай кодирующей матрицы Gp, 
который определяется условием, что матричное произведение 

СТ“? эквивалентно произведению некоторого ненулевого эле- 

мента 2, С СЕ (2”4) на вектор-столбец 1‘, также трактуемого как 
элемент того’ же поля. Элемент 2, будем называть кодирующим. 
Тогда равенство (2. 8), определяющее способ кодирования внутрен- 
ним кодером, принимает вид 

а — Е“, — | (2. 31) 

где во, 1, а 6 СЕ (2"*). 
3 (2.31) получаем соотношение 

gota? — 1”, (2. 32) 

элемент Й, =. назовем проверочным элементом. 
Существование и невырожденность матрицы С’, удовлетворяю- 

щие указанному условию (для любого 2,520), очевидны. Один из 
способов ее построения состоит в следующем. . 

OnementH gy, 7”, a , ‚ двоичная запись которых имеет вид 8 = 
° . ? 

= (Ang_1 Ong_a» °° ++ Qy)s 7 = (6-1, оно °° +109)» о "== (Cugy Cng_29° °° 

...› о), где а, 6, с, Е СЕ (2), представим как многочлены над СЕ (2) 
— -+ у (7) — - Во (а) батя". а... dy 78 (A) Dyg ste f . 

у (J) — -1 у 
... bbz Р.Е a (x) = Cyq_, "4 +...foz -... <. 

Тогда а”?(5) представляет собой произведение первых двух 
многочленов по модулю примитивного многочлена Р (5х), определяю- 
щего запись всех элементов СЕ (2”=) в виде соответствующих мно- 
гочленов. 

Записывая теперь матрицу Су в виде 

Eng-1, Kgl ча, Na-2 °° ° Eng-1, 0 

Go=|| - . . , ’ 

Bo,na-1 60, ва-2 =—S+ * * Bo, 0 

имеем (в матричной форме) 
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Aaw~l 

. x Eng-1 8, b, 

Спа-1 Dna и 

Спа-2 она У Eng-2, 8 b, 
а?) — |. — би? = б,. . —| #0 “И, 

Со by te-l , 

> Bo, 8 b, 

откуда следует, что 

па-—1 

c= ЖЕ, 6» v=0,n,—1. (2.33) 
=0 

Но всилу условия (2. 31) с, представляют собой линейные комбина- 
ции элементов б,, коэффициенты которых зависят от заданных эле- 
ментов 40, @, «+ +) Ong a. Тогда, сравнивая коэффициенты при 6, 
в правой и левой частях равенств (2. 33), находим все элементы 
=. матрицы С. К сожалению, в настоящее время для кодов, коди- 
рование которых определяется условием (2. 31), отсутствует 
сколько-нибудь развитая алгебраическая теория, на основе 
которой можно было бы дать какие-либо рекомендации по выбору 
кодирующего элемента 2, или указать оценку кодового расстоя- 
ния, соответствующего выбранному элементу ру. 

Поэтому начнем с рассмотрения одного примера построения 
системы вложенных кодов для СЕ (27). - 

Необходимый для этого список всех ненулевых элементов поля 
СЕ (27) приведен в табл. П.2.1 приложения 2.6. Эта таблица со- 
ставлена на основе примитивного многочлена Ё (5)=х"- 23-4. 

Tak как любой элемент поля может быть’ представлен как сте- 
пень примитивного элемента В, то в табл. П.2.1 наряду с элемен- 
тами поля указаны соответствующие этим элементам степени 
примитивного элемента. 

Множество 7Т., информационных слов кода А, состоит из нуле- 
вого элемента и элементов, являющихся следующими степенями 
примитивного элемента В: 

123 4 5 6 8 910 12 13 16 17 18 20 24 26 

29 32 33 34 35 36 39 40 43 45 47 48 49 52 53 58 60 

63 64 65 66 67 70 72 78 80 841 83 85 86 87 90 94 95 
96 104 105 106 107 444 416 117 119 122 123 125 126 
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Множество 7, информационных слов кода А. состоит из элементов 

(000000 0) =0, (1100000) =8*, 

(100000 0)=68*, (011000 0)= 8%, 

(0100000) =В», 1010000) =В*®, 

(0010000) =, —(1110000=8. 

Выбирая в качестве кодирующего элемента 2, =В“? = (0101011), 
получим ненулевые кодовые слова кода 

88842 — 648 — (1 11010 0), 886842 — 78 — (1 00111 0), 

Виа — В —(0 111010), [= =(1010011, 
682 — 66 — (0 0 1 1 1 0 1), 866012 — 108 — (1 1 0 1 0:0 1), 

pre — 2—1 01001 1). 

Отсюда видно, что кодовое расстояние 4„ кода А. равно 4. 
Что касается кодового расстояния 4, кода А1, то для того, 

чтобы проверить, будет ли оно равно 2 (большей величины этот 
код иметь не может) или 1, надо составить аналогичный список 
кодовых слов Kona A}. 

Убедимся, что в данном случае 4„=1, проверку этого предо- 
ставим выполнить читателю. 

Более того, можно показать, что при п,=7, т=2, а.=а.=3 
не существует кодирующего элемента 5, © СЕ (27), при котором 
4—4, а 41=2, ‘как это имело место в примере, рассмотренном 
в разд. 2.2.1, где кодирование осуществлялось умножением на 
треугольную матрицу. 

Что касается матрицы Су для этого случая, то для любого 8%, 
выполняя описанные выше операции после простых, но достаточно 
громоздких преобразований, получаем 

а, Ра a, > ag а, Г 4 аз M% Gi 4 
Ag+ G A+ а, -- а а, - %& а; a ag 

a, а -- а; аз -- @& а -- а, а; а, |- а, аз a, 

Go=] 2+ 44+ % а, На а а;-- ав аа @,-+ a, a+, a]. 

    
as 4 as ae a a, a, 

a, +a, as a, as a. а a, 

a, + as A, -+ a as a, as ag Qo 

Если в качестве кодирующего элемента #%, так же как и в разо- 
бранном выше примере, выбрать элемент &,=8В“?, т. е. цоложить 
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а=1, а.=1, а.=0, ag=1, аа=0, а‚=1, а=0, то порождающая 
матрица (©, принимает вид 

1001010 
1100101 
1110010 

G=lo1110014). 
1010110 
0101011 
0010101     

Систему вложенных кодов, определяемую соотношением (2. 31), 
будем называть системой вложенных кодов на базе ненулевого 
элемента поля. Каскадные коды, построенные с использованием 
такой системы, назовем несистематическими каскадными кодами 
на базе элемента поля. Несмотря на то что множество всех различ- 

ных ненулевых элементов поля СЕ (2"°) значительно меньше, 
нежели множество всех различных треугольных, а тем более всех 
произвольных невырожденных матриц порядка п,, для системы 
вложенных кодов на базе элемента поля справедливы следующие 
теоремы, аналогичные теоремам 2.3—2.6. Доказательства этих 
теорем приводятся в приложении 2.8. 

Теорема 2.7. Для любого п, существует ненулевой элемент &, 
в 

поля СЁ (2"4), такой, что кодовое расстояние 4,, любого кода А, 
со скоростью передачи А, =(п, —у)т,, у=1, п, — 1, порождае- 
мого элементом #,, достигает границы ВГ. 

Теорема 2.8. Для любого п, существует ненулевой элемент g, 
поля СЕ (2"*), такой, что спектр весов №, (и) любого кода A, co 

скоростью передачи А„, — (п, —у)/п, у=1, п, — 1, порождаемого 
элементом 2, будет удовлетворять неравенству 

» 

1 oupu w=—0; 

N,(w)=2 0 upu OC w<in,Szr (Z,,); (2. 34) 

Cie "8 (1-Fav) при nosr (R,,) < Ww < п, — 1. 

$ 2.4. Внешние коды 

2.4.1. Выбор основания внешних кодов 

Так как внешние коды В; никак не связаны друг с другом, то при 
их выборе имеется гораздо больше свободы, нежели при выборе 
внутренних кодов 4А;, образующих систему вложенных кодов. 
В частности, не уменьшая общности получаемых результатов, 
в качестве внешних кодов можно всегда выбирать систематиче- 
ские коды. Кроме того, в разд. 2.1.1 указывалось, что все коды В; 

групповые над полем СЕ (2*) и имеют одну и ту жб длину пь, 
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совпадающую с числом столбцов кодового слова а. Покажем, что 
последнее ограничение естественным образом вытекает из требо- 
ваний, предъявляемых к внешним кодам. 

Действительно, каждый внешний код В; (линейный над полем 
СЕ (2) по условию линейности каскадного кода) должен обеспе- 
чить кодирование а,6; двоичных информационных символов в ко- 
Довое слово 1;, содержащее ап, двоичных символов, т. е. иметь 
скорость передачи А,,=6,/п,. При этом в общем случае основание 
кода 1;,=2% и его длина п» должны удовлетворять лишь двум 
Условиям: 4,6; должно быть кратно $; и $п„=а,и,, где 1 < $; < 
< a,b;. 

Однако при любом из возможных выборов величин $; И ИП; 
блок 1., полученный в результате кодирования кодом В;, можно 
интерпретировать как групповой (не обязательно линейный) код 
над полем СЕ: (2*°) длины п, © той же самой скоростью передачи. 
аким образом, во всех случаях минимальное число ненулевых 

столбцов в 1; есть кодовое расстояние 4; группового кода над 
полем GF (2%). 

2.4.2. Коды РС в качестве внешних кодов 

В предыдущем разделе было показано, что. в качестве внешних 
кодов В, целесообразно выбирать групповые над полем СЁ (2+) 
коды с максимальным значением величины 5 (R,,)=d,,/n,. 
При п, < 24-1 этому условию полностью удовлетворяют ли- 
нейные над полем СЁ (2%) коды РС и их модификации: укорочен- 
ные и удлиненные коды РС. Для всех этих кодов величина 5 (В) 
достигает теоретически возможного предела 8(В„,)=1— В, - 
+1/n,~1—R,,. При этом если п < 2“ — 1, то следует исполь- 
зовать укороченные коды РС, если п,=2“%— 1, то собственно 

коды РС и если 2“ —1«п,<2“-Е1, то удлиненные коды РС. 
Весьма важным является также и то, что для кодов РС и ука- 

занных их модификаций известны алгебраические методы декоди- 
рования, сравнительно просто реализуемые (со степенным зако- 
ном сложности) при всех значениях п,.



Глава 3 

КОМБИНАТОРНЫЕ ОЦЕНКИ 
МИНИМАЛЬНЫХ РАССТОЯНИЙ 
  

В этой главе выводятся нижние и верхние оценки для кодового 
расстояния каскадных кодов произвольного порядка. Исследу- 
ется зависимость этих оценок от порядка и структуры каскадных 
кодов. Вводятся каскадные коды бесконечного порядка и указы- 
ваются такие из них, для которых асимптотически точно известно 
кодовое расстояние, причем отношение 4/п-=5 (В) не стремится 
к нулю при п — со. Рассматриваются также нижние и верхние 
оценки степеней защиты для каскадных кодов с неравной защитой 
информационных символов. 

$ 3.1. Нижние оценки минимальных расетояний 

3.1.1. Равная защита символов 

Пусть 4 — кодовое расстояние каскадного кода длины п=пп,. 
Обозначим через 5"? (В, т) нижнюю оценку отношения 4/п при 
заданных скорости передачи А каскадного кода и его порядка т. 
Для кратности величину $“? (В, т) будем называть нижней оцен- 
кой кодового расстояния. 

Условимся, если не оговорено противное, в качестве внутрен- 
них А; и внешних В; кодов выбирать лучшие из, известных, т. е. 
двоичные коды А., удовлетворяющие оценке ВГ, d,,/n,, > dar (R,,), 
i=1, m, uw коды В; над полем СЕ (2%), для которых d,,/n, > 

>1— В», i=1, m. Обозначая через 8® — der (R,,) (1—R,,), 
исключим из выражения (2.25) для скорости цередачи А вели- 
чины А,„;. Тогда после очевидных преобразований получаем 

  

  

R= Ra —2 (А. — Во, é41) 8)" Sar (В), (3. 1) 

где 8" — нижняя oneHKa, d,/n = (d,,/n,) (d,,/n,) = 8)". 
Для кодов равной защиты (кодов. РЗ) естественным требованием 

(см. разд. 2.2.2) является 

4. =4,=...==4„, (3.2) 
— 

Перенося условия (3. 2) на нижние оценки минимальных расстоя- 
ний, получаем 

д — 6 BM, | - (3.3) 
Всякое ограничение, налагаемое на величины 95(н), связывающие 
между собой величины А; и В», представляет собой ограничение 
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на структуру каскадного кода, которая определяется распреде- 
лением скоростей передачи внутренних и внешних кодов. 

В дальнейшем структуры каскадного кода, удовлетворяющие 
условию (3. 3), будем называть структурами типа А или (короче} 
структурой А и соответствующие им величины 5‘ (В, т) обозна- 
чать 5 (В, т). 

Как следует из (3. 1) и (2. 26), при заданном наборе величин 

R,,, i=1, m, структура А приводит к максимизации скорости пе- 
редачи А при заданном значении $’ (В, т) или, что то же самое, 
к максимизации 5% (В, т) (при заданной скорости передачи В). Это 
обстоятельство свидетельствует о том, что каекадные коды структуры 
А представляют особенно большой интерес, тем более что (как 
будет показано в гл. 4) при каскадном декодировании реализуется 
кодовое расстояние, равное пё (А, т). При выполнении усло- 
вия (3. 3) выражение (3. 1) принимает 'вид 

R =R 94) (В, т) > (R,;— Во, +1) вг (В), (3. 4) 

из которого следует, что 

ы (В, т) = (Ra — В ХВ — Ra, endl ar (Ra, (3.5) 
Однако равенства (3. 3) еще не определяют однозначно выбор 

величин А, {=1, т. Поэтому на скорости передачи внутренних 
кодов могут быть наложены дополнительные условия, определяю- 
‘щие различные варианты структуры А. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением двух видов струк- 
туры А — структуры 40, при которой для каждого значения 

$ (В, т) величины А„; выбираются из условия максимизации 
скорости передачи А, и структуры 41, при которой все a,—a, 

i=1, m, так что скорости передачи внутренних кодов А„; = 
__ m— #1 В 

т 

ции В. Структура 41 интересна тем, что для нее все внешние коды 
имеют одно и то же основание & =2°, что приводит к существенному 
упрощению аппаратуры кодирования и декодирования. Таким 
образом, мы приходим к следующему утверждению. 

Утверждение 3.1. Максимальная скорость передачи В каскад- 

ного кода структуры А при заданной величине 5’ (В, т) опреде- 
ляется равенством 

В = тах {Ra — 28 (В, т) У(в„— Ва, выл) бвг (в). (3.6) 
{Ваз} 

1» а скорость Ал выбирается из условия максимиза- 
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Это равенство, справедливое для кодов структуры 0, при струк- 
type Ail принимает вид 

В = шах! В „| 1—8 (В, т)т-* Зы, y , 
$—1 

т 
ai 

(3.7) 

Величины $4 (В, т) для этих вариантов структуры А будем 
обозначать соответственно 5%(В, т) и 52 (В, т). Так как макси- 
мизация по параметрам А„; при заданном значении 5” (В, т) 
эквивалентна максимизации $% (А, т) при заданном значении 
А, то зависимость между Ви $® (В, т), определяемая для каскад- 
ных кодов структуры А0 и А1 соответственно выражениями (3. 6) 
и (3. 7), может быть найдена из эквивалентных выражений, являю- 
щихся следствием равенства (3. 5). Именно для структуры AO 

т 

540 (В, т) — шах (и. Ry Dy (Ras — Ra, на)№вг (Rad (3. 8) 
a $—1 

а для структуры 41 

  

H — < m—i-+1 —1 oi (В, т) == шах | (Вл. — В)”у | Ви > (tr (“= Ry, у]. 

_ (3.9) 
/ 

3.1.2. Неравная защита символов 

При рассмотрении каскадных кодов с неравной защитой информа- 
ционных символов (кодов НЗ) ограничимся для простоты изложе- 
ния случаем двух уровней защиты. Это значит, что ВЧ?и информа- 

ционных символов, расположенных в первых т. блоках в,, $ =41, пи, 
имеют защиту 4“? = 15"), а Ви информационных символов, рас- 
положенных в оставшихся т, —=т — т, блоках в, #—=т.--1, т, 
имеют защиту 4“) = и8®. При этом А® -- А® — В. 

Как следует из теоремы 2.2, для реализации неравной защиты 
информационных символов необходимо, чтобы 8`>5. В против- 
ном случае, если 6'2<36, будет осуществляться равная защита 
всех информационных символов, определяёмая величиной 6%. 
Величины 6? и 8? будем называть уровнями защиты. 

В соответствии © традицией, сложившейся при исследовании 
кодов НЗ, будем, как правило, считать заданными нижние оценки 
величин $ и $52), обозначая их $1 и $52", а также пара- 
метр А“? и решать задачу максимизации скорости передачи А или, 
что то же самое, параметра АЗ. 

Представляет интерес и другая постановка задачи при неравной 
защите, когда заданными являются величина $2" и параметры 
ВП) и В?) (а значит, и скорость передачи А) и требуется максими- 
зировать величину $1“) >> $2"). По самой постановке ясно, что 
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эта задача является простым обращением первой и может считаться 
решенной, если первая задача решена для достаточно большого 
числа пар (51*), $5‘2")). Однако на практике удобно иметь ее само- 
стоятельное решение, техническое выполнение которого по су- 
ществу не отличается от решения первой задачи. 

Из определения величин АЯ? и В? следует, что 

RY — У (Ан Ва, 441) Ве, 
. $ —1 

(3.10) 
m 

(2) ——_ 
R®= У (В, — В, и) Ве. 

Для кодов НЗ с двумя уровнями защиты естественными тре- 
бованиями являются 

d, =d, =... — 4”, —=q т, +1 — т, 42 —... == Дт = dq, 

(3. 11) 

Перенося условия (3. 11) на нижние оценки минимальных рас- 
стояний, получаем 

Биби... SH BOM, BC) 80), =... == 60) == 008). 
(3. 12) 

В дальнейшем структуру каскадных кодов НЗ, выбираемых 
в соответствии с (3. 12), будем называть структурой 2А. 

Однако, как и в случае равной защиты, соотношения (3. 12) 
еще не определяют однозначный выбор величин А„;, #=1, т, и 
поэтому на них можно налагать дополнительные ограничения, ана- 
логичные условиям, принимаемым для кодов РЗ структуры А. 

При выполнении условий (3. 12) выражение (3. 1) принимает 
ВИД 

R= Ry — 89° У (В, — В, вьг( В.) — 

3 У (Ви, ыдВьг(Вн), (3.13) 
s=m,+ 

из которого вытекает следующее утверждение. 
Утверждение 3.2. Максимальная скорость передачи В каскад- 

ного кода структуры 2А при заданных значениях нижних оценок 
уровней защиты $1 и 82") определяется равенством 

В — шах {Ra — 50") 2 (А — Ва) 6вг (В„:) — 
{Ваз} 

8995) (Ви В.лыдбьг (В) 8.14) 
s=m,+ 
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Отметим, что распространение полученных результатов на случай 
‚2 >2 уровней защиты достаточно очевидно и приводит лишь к 
более громоздким выражениям. Коды НЗ с 2 ‘уровнями защиты 
естественно назвать кодами структуры 2А, причем порядок т 
таких кодов должен удовлетворять очевидному условию т > 2, 
2 >22. 

` 

3.1.3. Влияние порядка каскадного кода на нижнюю оценку 
кодового расстояния 

Рассмотрим каскадный код порядка т, такой, для которого среди 

величин а;, $ =1, т, есть хотя бы одна, например а,, для которой 
выполняется условие 

2212 >n, —1, (3. 15) 

и выясним, можно ли за счет увеличения его порядка увеличить 
скорость передачи без ухудшения нижней оценки кодового рас- 
стояния. Ответ на этот вопрос дает следующее утверждение, дока- 
занное в приложении 3. 1. 

Утверждение 3.3. Если существует каскадный код порядка т 
с нижней оценкой кодового расстояния 5? (В, т) и скоростью 
передачи В, удовлетворяющий условию (3. 15), то существует ка- 
скадный код (таких же размеров п,хХп,) порядка т’ > т с той же 

нижней оценкой кодового расстояния $5“ (В’, т’) =&*® (В, т) и 
скоростью передачи А’ А. 

Из утверждения 3.3 непосредственно следует, что при фикси- 
рованной скорости передачи можно посредством увеличения по- 
рядка т каскадного кода увеличить нижнюю оценку его кодового 
расстояния. 

$ 3.2. Верхние оценки минимальных расстояний 

3.2.1. Верхние оценки для произвольных каскадных кодов 

Переходя к рассмотрению верхних оценок минимальных расстоя- 
ний в линейных каскадных кодах, отметим, что для них, очевидно, 
справедливы все известные верхние оценки для произвольных 
блочных линейных кодов. Поэтому можно ставить задачи лишь 
о нахождении более сильных оценок, но уже справедливых только 
для каскадных кодов того или иного порядка, той или иной струк- 
туры. 

Пусть для каскадного кода порядка т заданы скорость пере- 
дачи А и скорости передачи внутренних и внешних кодов, т. е. 

Вни Вы, #-, т. Пусть 5 (В) =4/т, где 4 — кодовое расстояние 
каскадного кода. Тогда верхняя оценка $5“ (А, т) величины 8 (В) 
определяется следующим утверждением, доказанным в приложе- 
нии 3.2. 
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Утверждение 3.4. Для каскадного кода порядка т со структу- 

рой А„;’Вн, {==1, т, верхняя оценка кодового расстояния 68°? (В, т) 
определяется соотношением 

5 (В, т) = min {(1 — R,,) min {8g (7,)< 

Х(В„: — Во, all (Ras ~~ Ва, $41 ——- г;)}}, (3. 16) 

где 6в (г,) — любая верхняя оценка кодового расстояния блочного 
линейного кода со скоростью передачи г;, а минимум для каждого 
{ берется по всем значениям г,, для которых 

1 
п (В. — Вана) < rs < Ry; (Ras ~~ #tg, +1). (3. 17) 

Остановимся теперь на минимизации правой части (3.16) по г;. 
Если в качестве верхней оценки 8в (г.) выбрать оценку Бассалыго— 
Элайеса (см. теорему 1.2), согласно которой 

Sp (7,) = 859 (7,) = 2 (1 — Spr (r,)) вг (7+), (3. 18) 

то после элементарного исследования на’экстремум получаем: 
1. Если А,—В„.< 1/(2 In 2) 0,648, to оптимальное зна- 

чение r=, (Mai — Rein) > 0 при п, > со. a 

2. Если Ry,— Ry, 44 > 12In2) w (Ray — Fai) Rug Cry, где 
rj—pemenve ypapHenna x — dpy(z)/dar(z)—=R то опти- 
мальное значение г, —=(В„; — А, ;.1) Въ. 

3. Если Н„— В. > 1f(2in2) a (Rag— Ra, 41) Rig BGs то 
оптимальное значение г; = г;. 

Отметим, что функция $ (5) = — 8вг (2)/5вг (1) почти линейно 
возрастает от 0,721 до 1 на отрезке [0,1]. 

В тех случаях, когда для всех $ =1, т разность В;—А„;.1 < 
< 1/2 2, что для всех т имеет место в диапазоне малых скоро- 
стей передачи, который с увеличением т быстро расширяется, 
целесообразно пользоваться для нахождения верхних оценок не 
утверждением 3.4, а следствием из него. 

Следствие 3.1. В качестве верхней оценки кодового рас- 
стояния каскадного кода порядка т можно использовать выра- 
жение - 

8 (R, m) => min (1 — Ry.) (3. 19) 

aé — а, $+1). 

Соотношение (3. 19) получается из (3. 16) подстановкой г, =0, при 
котором любая верхняя оценка дв (0) =1/2. Несмотря на грубость 
оценки (3. 19), она во многих случаях совпадает с оценкой (3. 16). 
Однако при малых значениях т и больших скоростях передачи 
она может оказаться хуже не только оценки (3. 16), но и тривиаль- 
ной оценки %в (В). 

Рассмотрим теперь случай неравной защиты информационных 
символов. Пусть для каскадного кода порядка т имеется два 
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уровня защиты (см. разд. 3.1.2). При этом защита информационных ' 

символов в блоках {., # = 1, т‚, определяется величиной 51, а защита 

информационных символов в блоках 2, i=m,+1, m, — Benwau- 

ной 5®. Тогда следующее утверждение позволяет получить верх- 
ние оценки 81) и 6," величин 51) и 52) соответственно. 

Утверждение 3.5. Для каскадного кода НЗ порядка т с двумя 

уровнями защиты верхние оценки 8”? и 58°," определяются соот- 
ношениями 

5а,в) — шш {(1 — Ан) пи (8в (г;) (В, —А,, а)В — 
1<tqm, 

— Да —7)}}, (3. 20) 
6(2,8) — min {(1 — R,;) min {dp (r;) (В; — R,, sad (Ван 

т<$;<т г’; 

— Аа 1 — г;)} | ›. 

тде 3в (г;) — любая верхняя оценка кодового расстояния блоч- 

ного линейного кода со скоростью передачи г,, а минимум для каж- 
дого берется по всем значениям г,, удовлетворяющим условию 
(3. 17). - 

Доказательство утверждения 3.5 аналогично доказательству 
утверждения 3.4 (см. приложение 3.2). 

Отметим, что, как и в случае равной защиты, когда для всех 

=, т разность В„ — В, „1 < ША, целесообразно пользо- 
ваться не утверждением 3. 5, а следствием из него. 

Следствие 3. 2. В качестве верхних оценок уровней за- 
щиты информационных символов для каскадного кода НЗ порядка 
т с двумя уровнями защиты можно использовать ‚выражения 

30,8) — 1 шш (1—В,), 59-4 шт (1— Ан). (3.24) 
2 1<t<m, 2 m,<t<m 

  

Соотношения (3. 21) получаются из (3. 20) подстановкой г; =0. 
Так же, как и для кодов РЗ, во многих интересных случаях 

(3. 21) совпадают с (3. 20). Возможное отличие между ними будет 
тем меньше, чем больше т, и т—т.. 

3.2.2. Верхние оценки для каскадных кодов структуры A 

В предыдущем разделе при выводе верхних оценок не налагалось 
каких-либо ограничений на структуру каскадных кодов, поэтому 
эти оценки справедливы для любой структуры, в том числе и 
структуры 4. Однако в последнем случае удается проследить 
связь верхних и нижних оценок, которая определяется утверж- 
дениями 3.6 и 3.7, доказанными в приложении 3.3. 

Утверждение 3.6. Для каскадных кодов структуры А верхние 
оценки кодового расстояния 5%’ (В, т), определяемые в соответ- 
ствии со следствием 3.4, и нижние оценки 5 (А, т), определяе- 
мые в соответствии с утверждением 3.14, связаны соотношением 

5%) (В, т) = 8 (В, т)/28вг (Вэ). (3. 22) 
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Утверждение 3.7. Для каскадных кодов НЗ структуры 2A 
верхние оценки уровней защиты $1, *) и $“, *›, определяемые в соот- 
ветствии со следствием 3.2, и нижние оценки 51") и $52"), опреде- 
ляемые в соответствии с утверждением 3.2, связаны соотноше- 
НИЯМи 

80,5) — 30,8)/28pr(Ram,), 82.8) = 802. в) |255 (В). (3.23), (3. 24) 

3.2.3. Верхние оценки для систематических 
каскадных кодов 

В гл. 2 мы условились называть систематическими каскадными 
кодами такие, для которых в качестве кодирующей матрицы Сь 
используется нижняя треугольная матрица. В этом случае можно 
несколько усилить верхние оценки по сравнению с оценками, полу- 
ченными в разд. 3.2.1 и 3.2.2. Верхнюю оценку кодового расстоя- 
ния для систематических каскадных кодов (т. е. каскадных кодов 
на базе нижней треугольной матрицы С.) будем обозначать 

5°) (В, т). Для таких кодов имеет место следующее утверждение. 
Утверждение 3.8. Для систематического каскадного кода 

порядка т со структурой А„;, В», #=1, т, верхняя оценка кодо- 

вого расстояния 65°) (В, т) определяется соотношением 

5) (В, т) = min {((1 — R,,;)(1 — Ry, ¢41) min [8p (r,) x 

(Ry — Во, 11)/(В — а, $41 —^ Гу (1 — R,, #41), 

(3. 25) 
где дв (г;) — любая верхняя оценка кодового расстояния блочного 
линейного кода со скоростью передачи г,, а минимум для каждого 
берется по всем значениям г;, удовлетворяющим условиям 

(В; — В, „ль (1 Ш— В, 11) З Г: < 

< Вы (Ry; — R,, w/(1 — Во, $41). (3. 26) 

Доказательство утверждения 3.8 повторяет доказательство 
утверждения 3.4 (см. приложение 3.2) с той лишь разницей, что 
в силу треугольности матрицы С@, фактическая длина слов кода 
У; будет определяться не соотношением (П.3.4), а равенством 

n*=—n—n,z,—(n,—2z,) > 4, (3. 27) 
8=$-1 

Остановимся теперь на минимизации правой части (3. 25) -по 
. Как и для систематических кодов, если $в (г;) определяется 

 авенством (3. 18), то после элементарного исследования на экс- 
тремум получаем:. 

1. Если (А„— В, ‹.1)/ 1 — В.) < (2), то оптимальное 
значение г; -> 0 при п, > с. 
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2. Если (R,;—Ry gu (1—Rain) > 122) a Ry (В„— 

— В, 1) (1 — Rater) QI THE г, — решение уравнения 

2 —8вг (2)/5г (2) = (В, — В, +1 — Вал), (3. 28) 

то оптимальное значение г; —=(В,;, —АВ,;.1) Вь/(1 — Ва, ен) 

3. Если (В — Ва, 11) — В, 1) > ИО 12) и 1. 2 (Ra; — 
— В, i) Ry (1 — Ra, ssa) THE 7 — решение (3. 28), то оптимальное 

значение г; —=г;. . 

Пусть для всех $ #=1, т, имеет место 

(Raz — Ro, аа) (4 — Ва) < (2 Ш 2), (3. 29) 

тогда для нахождения верхних оценок удобно пользоваться сле- 

дующим следствием из утверждения 3.8. 

Следствие 3.3. В качестве верхней оценки кодового рас- 

стояния систематического каскадного кода порядка т можно ис- 

пользовать выражение’ 

5) (В, т) —=- min (1 — В, 1.1) (1 — B,,)}- (3. 30) 

Соотношение (3. 30) получается из (3. 25) подстановкой г, =0. 

Поэтому оно всегда будет верхней оценкой, но может быть более 

грубой, чем (3. 25), если (3. 29) выполняется не для всех $. 

Для систематических, как и для несистематических каскадных 

кодов структуры А, нетрудно установить связь верхних и нижних 

оценок кодового расстояния. 
Утверждение 3.9. Для систематических каскадных кодов 

структуры А верхние оценки кодового расстояния 6. (В, т), 

определяемые в соответствии со следствием 3.3, й нижние оценки 

5 (В, т), определяемые в соответствии с утверждением 3.1, 
связаны соотношением 

54 (В, т) = (В, т) па ((1 — В. ч+1)/28вт (В). (3. 31) 

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству 

утверждения 3.6 (см. приложение 3.3). 
Для систематических каскадных кодов НЗ верхние оценки 

уровней защиты получаются рассуждениями, аналогичными про- 

веденным в разд. 3.2.1. 
Утверждение 3.10. Для систематического каскадного кода НЗ 

порядка т с двумя уровнями защиты верхние оценки 54,8 и 6," 

определяются соотношениями 

би — min {(1— Rg, +41) (1 — R,,) min [Sp (7;)X 
l<t<m, 7$ 

x(R,, $ — R,, iat (Ras — Ваз — Г; (1 — Во, +1), (3. 32) 

$ (2, в) = min {(1. — Во, #41) (1 — Вы) min [dz (r,)X 

т<$<т 

X(R,, 3 R,, wa) (Ras — Ba, ea Г; (i—R,, #41))}› 
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rye dp (r) — любая верхняя оценка кодового расстояния блочного 
линейного кода со скоростью передачи г, а минимум для каждого 
; берется по всем значениям г;, удовлетворяющим условиям (3. 26). 

Доказательство этого утверждения аналогично доказатель- 
ству утверждений 3.5 и 3.8 (см. приложение 3.2). 

Как и в случае равной защиты, когда для всех $ выполняется 
(3. 29), удобно пользоваться следующим следствием. 

Следствие 3.4. В качестве верхних оценок уровней 
защиты информационных символов для систематического каскад- 
ного кода порядка т.с двумя уровнями защиты можно использо- 
вать выражения 

3 1 R a, ) — > en {(1 — По, iat) (1 — н)}, “wt № (3.33) 
a. rem {(1. Ra, wa) ( R;,)}. / 

$ 3.3. Анализ оценок кодового расстояния 
каскадных кодов структуры A 

3.3.1. Коды первого порядка 

Анализ оценок кодового расстояния каскадных кодов естественно 
начать с кодов первого порядка, которые обычно называют ка- 
скадными кодами, и они впервые рассматривались Форни [4140]. 

Отметим, что каскадные коды первого порядка всегда являются 
кодами © равной защитой информационных символов, т. е. кодами 
РЗ. Кроме того, каскадный код первого порядка с произвольной 
кодирующей матрицей С’, всегда эквивалентен в смысле кодового. 
расстояния и спектра весов каскадному коду с нижней треуголь- 
ной кодирующей матрицей, т. е. систематическому каскадному 

коду. 
Структура каскадных кодов первого порядка полностью опре- 

деляется зависимостью между Вл и Ruy произведение которых 
равно скорости передачи, т. е. 

В =Ва Вы, (3. 34) 

так что структуры 40 и 41 для каскадного кода первого порядка 
совпадают. 

В силу утверждения 3.1 скорость передачи связана с нижней 
оценкой кодового расстояния следующими соотношениями 

R= max {Ray (1 —8™ (R, 1) Ser (Ra))} (3. 35) 

или 8" (R, 1)= max {(1 — R/R,y) Sar (Ry)}. — (3. 36) 
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Из утверждений 3.4 и 3.6 имеем следующие верхние оценки 

кодового расстояния каскадного кода первого порядка: 

5 (В, 1) = (1 — В/Вл) шиа {8 (га — 7/8} (3. 37) 

и 8% (8,1) =5(1 — В/В.) =8(R, 1)/2nr (Res). (3. 38) 

Результаты расчетов по формулам (3. 36)—(3. 38) вместе с оп- 

тимальными значениями R,,, определяющими структуру А и Г, 

приведены в табл. 3.1 и на рис. 3.1, на котором кроме нижней 

оценки 84 (В, 1) и верхних оценок 5%) (В, 1), вычисленных по 

формулам (3. 37) и (3. 38), представлен график двг (В). 

  

  

      
  

          

Таблица 3.1 

8% (В, 1) 
В Ra r(Rya) | 8& (A, 1) 

(структура А) (3,37) (3,38) 

0,99720 0,99853 0,988 1,33-107? 0 ,000265 0,000400 

0,99480 0,99725 0,980 4,92-1077 0 ,000539 0,000800 

0,98835 0,99380 0,959 2,74-107? 0,001387 0,00200 

0,97873 0,98859 0,931 9,98.10-6 0,002804 0,00402 

0,96990 0,98377 0,907 2,12 -1075 0,004249 0,00600 

0,94604 0,97054 0,854 7,57 -4075 0,006801 0,01240 

0,91695 0,95459 0,782 ~ 0,000196 0,014659 0,01972 

0,85737 0,91921 0,644 0,000673 0,02821 0,03364 

0,75925 0,85856 0,434 0,00231 0,05401 0,05784 

0,67883 0,80561 0,261 0,00468 0,07684 0,07869 

0,61005 0,75771 0,113 0,00780 0,09707 0,09744 

0,49667 0,67256 0,000 0,01570 0,13076 0,13076 

0 ,40626 0,59782 0,000 0,02487 0,16022 0,16022 
0,33251 0,53100 0,000 0,03738 0,18690 0,18690 
0,27159 0 ,47064 0,000 0,05075 0,21147 0,21147 

0,19885 0,39016 0,000 0,07355 0,24517 0,24517 
0,13190 0,27807 0,000 0,1051 0,29494 0,29494 
0,06092 0,18872 0,000 0,1693 0,33868 0,33868 
0,02903 0,11871 0,000 0,2266 0,37773 0,37773 
0,00000 0,00000 0,000 0,5000 0,50000 0,50000 

  

Отметим, что при А > 0,946 значения 5”) (В, 1), вычисляемые 

по (3. 38), больше 8в (В), в качестве которой в данном случае была 
выбрана граница Бассалыго—Элайеса. 

На рис. 3.1 видно, что для каскадных кодов первого порядка 

структуры А при скоростях передачи А < 0,175 кодовое расстоя- 

ние принципиально не может достигнуть границы ВГ, так как 
в этом случае 5 (В, 1) < 8вг (В). — 

Для сравнительно небольших значений п,, что не исключает 

достаточно большую общую длину п =п.п, каскадного кода, есте- 

ственно использовать в качестве внутренних кодов коды БЧХ, 

которые являются одними из лучших известных в настоящее время 
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алгебраических двоичных KO- 
дов. Предполагая, как и всегда, 
что 24 >п,—1, в качестве внеш- 
них кодов будем использовать 
коды РС. 

Тогда, выбирая надлежа- 
щим образом длину п=п, п», 
можно получить достаточно об- 
ширное множество каскадных 
кодов первого порядка с раз- 
личными скоростями передачи 
и оценить снизу кодовое рас- 
стояние этих кодов. Нижняя 
оценка §(R, 1) определяется 
очевидным равенством 

вн) (В, 1) — 

— (1 — А/Ва) бвчх (Ваз), (3.39) 
  
    

Рис. 3.1. Нижние и верхние оценки Ae dsux (R,,) — отношение 4/п, 
кодового расстояния каскадных ко- для кода БЧХ. 
дов первого порядка Верхняя оценка не зависит 

от характера внутреннего кода и 
поэтому ничего нового по сравнению с результатами, полученными 
в разд. 3.3.1, дать не может. 

В качестве примера рассмотрим каскадный код длины п =1023 

с параметрами п,=31; п, =33; a,=5p; в-=1,6. Для каждого в 
в качестве внутреннего кода выберем код БЧХ (31,5 р) с кодовым 
расстоянием 4, причем для 

wot, d,,==16, wa 4, d,, =6, 
w= 2, dy = 12, w= 5, da =4. 
и —=3, dy= 8, w=6, dgq=2. 

В качестве внешних кодов будем использовать коды РС (33, 

b,), 6, =1,33, причем для р =1 воспользуемся удлиненным кодом 
РС над полем СЕ (25), а при в > 1 — укороченным кодом РС над 
полем СЕ (25") с кодовым расстоянием, равным во всех случаях 
а: =п,—6.-1 ==34—6,. Тогда нижняя оценка кодового расстояния 
таких каскадных кодов первого порядка определяется равенством 
а? =а 1 (34А—Ё1/55), где Е =5ь6, — число информационных симво- 
лов каскадного кода. Результаты расчетов для всех возможных зна- 
чений р и К (приведенные в приложении 3.4) показывают, что 
среди каскадных кодов первого порядка длины 1023 =34 х 33 
с кодами БЧХ в качестве внутренних и кодами РС в качестве внеш- 
них кодов при в =1 и в =2 существуют такие, кодовое расстояние 
которых совпадает или незначительно уступает кодовому расстоя- 
нию кодов БЧХ (4 =4вчх) при близком числе информационных сим- 
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волов (К-Ёвчх). Параметры этих кодов и значения Авчх и ЁвБчх 

соответствующих кодов БЧХ приведены в табл. 3.2. 

  

  

Таблица 3.2 . 

в, а1 by da dy a™ k а4вчх | “sux 

4 5 41 46 23 368 55 ` 384 55 

4 5 9 16 25 400 45 400 45 

4 5 7 16 27 432 35 448 35 

4 5 5 16 29 464 25 480 25 

4 5 2 46 32 542 10 542 10 

2 10 14 12 20 240 140 254 142 

2 10 13 12 21 252 130 256 132                   
При ь >2 кодовое расстояние каскадных кодов первого по- 

рядка при всех А значительно уступает кодовому расстоянию кодов 

БЧХ при К —Ёвчх. | 

В заключение рассмотрим также представляющий известный 

интерес вопрос об асимптотическом (п -> oo) поведении нижней 

оценки величины $ (В) для каскадного кода первого порядка с ко- 

дами БЧХ в качестве внутренних кодов. 

Для этого воспользуемся хорошо известной [1415] (правда, до- 

статочно грубой) нижней оценкой кодового расстояния кодов 

БЧХ, порождаемых примитивным элементом. 

В этом случае после простых преобразований получаем (при 

весьма больших п) для кодов БЧХ 

1х (В, п) =2 (1 — А)Лов. п, (3. 40) 

а для каскадного кода первого порядка с кодом БЧХ в качестве 

внутреннего кода 8 (В, 1, п) =2 (1—R,,)(41—R/R,,)/(log, log, n— 

—log,R,,). Ecau log, n > R-}, To последнее выражение можно за- 

менить равенством 5“ (R, 4, n)=2 (1—Ra)(i—R/R,,)/log, log,n. 

При заданных значениях В и п максимизация правой части этого 

выражения достигается при В„ =\ В, так что наибольшее зна- 

чение 5 (В, 1, п) (при весьма больших п) имеет вид 

3 (В, 1, п)=2(1 — УВ) Лов, 10бзп. (3. 41) 

Характерной особенностью полученных оценок является то, 

что хотя обе’они стремятся к нулю при п -> со, уменьшение 

5 (В, 1, п) для каскадного кода оказывается более медленным, 

нежели для кодов БЧХ. Таким образом, каскадные коды первого 

порядка с кодами БЧХ в качестве внутренних и кодами РС в ка- 

честве внешних кодов имеют асимптотически лучшие характери- 

стики, нежели сами коды БЧХ. 
Как видно из (3. 40) и (3. 1), если п удовлетворяет равенству 

(log, log, n)/log,n =(1— VR)/(1 + VR), to 884x (R, n) ==" (R, 1, 7) 
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и при дальнейшем увеличении п нижняя оценка кодового расстоя- 
ния каскадного кода первого порядка оказывается выше анало- 
гичной оценки для кодов БУХ. 

Например, при А =0,360 и п >> 218 =65 536 каскадный код бу- 
дет иметь преимущество (по кодовому расстоянию) перед кодом 
БЧХ той же длины. 

Зависимость между п и А, определяющая такие значения, на- 
чиная © которых каскадный код 1-го порядка имеет преимущество 
по кодовому расстоянию перед кодом БЧХ той же длины, следую- 
maa: R=[(1—log, log, n/log, n)/(1+log, log, n/log, n)]*. Соответ- 
ствующие этой зависимости значения п и В приведены в табл. 3.3. 

  

  

      

Таблица 3.3 

п В п В 

1 024 0,254 65 536 0,360 
4 096 0,292 262 144° 0,389 

16 384 0,328 1 048 576 0,404 
  

3.3.2. Каскадные коды второго порядка 

Каскадные коды второго порядка в отличие от кодов первого по- 
рядка могут быть как с равной (РЗ), так и с неравной (НЗ) защи- 
той информационных символов. 

Соотношение (3. 5), связывающее скорость передачи А с ниж- 

ней оценкой $’ (А, т) кодового расстояния каскадных кодов 
(РЗ) структуры А для кодов второго порядка, имеет вид 

5 (В, 2)=(В,— В)/((В,—В„.)вг (В) ВЗвг (В). 
(3. 42) 

При этом для кодов структуры АО величины А: и В, опреде- 
ляются из системы уравнений 

95% (В, 2/08 „=0, 08% (В, 208, =0. (3. 43) 

Для кодов структуры 41 соотношение (3. 42) принимает вид 

1 B87 (R, 2)= 2 (Ry — A)|{ Ry Por (Ra) + Вавг (2 Ва). (3.44) 
При этом максимизирующее $%(В, 2) значение величины В! опре- 
деляется из уравнения 

3% (R, 2)/aR,, = 0. (3. 45) 
Значения величин А: и А,., являющихся решением (3. 43), 

приведены в табл. 3.4, а значения величины В, являющейся ре- 
шением (3. 45), — в табл. 3.5. 
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Таблица 3.4 
  

Rjo/ Ra R Rae Ra Поз! Ra 

  

0,9911 0,945 0,996 0,949 0,4495 0,430 0,673 0,639 

0,9822 0,932 0,994 0,938 0,3439 0,340 0,564 0,603 
0,9590 | 0,890 0,984 0,904 0,2378 0,271 0,471 0,575 

0.9379 0,853 0,971 0,878 | 0,1020 | 0,144 0,278 0,518 
0,9061 0,807 0,955 0,845 0,0236 0,058 0,119 0,487 
0,8244 0,720 0,919 0,783 0,0027 0,014 | 0,029 0,482 
0,7340 | 0,643 0,859 0,749 | 0,0000 | 0,000 | 0,000 — 
0,5622 0,510 0,758 0,673                 
  

  

  

Таблица 3.5 

В Пал R Ra R Ra 

0,9926 0,9961 0,8532 0,9192 0,2456 0,4706 

0,9883 0,9938 0,7486 0,8586 0,0998 0,2781 

0,9697 0,9878 0,5889 0,7577 0,0249 0,1187 
0,9454 0,9705 0,4998. 0,6726 0,0027 0,0290 
0,9165 0,9546 0,3390 0,5635           
При рассмотрении верхних оценок 5"(В, 2) ограничимся слу- 

чаем, когда они определяются утверждением 3.6 для несистема- 

тических и утверждением 3.9 для систематических каскадных ко- 
дов. Таким образом, для несистематических кодов имеем 

5% (В, 2) =5% (В, 2)/28вг (В)  * (3. 46) 
И 

3 (R, 2)== 84 (R, 2)/28pr (5 Ва), (3. 47) 

а для систематических кодов получаем 

(в) — 5) п. ta Rae 5® (В, 2) = 5% (В, 2) шт т т Rey (3. 48) 
И 

592 (В, 2) =5 8 (В, 2) ше [-— Ч; Же. (3.49) 
2% вг (= Ra o_o 

Обозначим через z,=R,./R,, Takoe orpomenuve R,, Kk А.:, при 
котором имеет место равенство 

(1 — Rqo)/Ssr (Ri) — 116 вг (Вал). (3. 50) 

Значения 25 в зависимости от А„, приведены в табл. 3.6 и на 
рис. 3.2, из которых видно, что при всех значениях AR, величина 

2 >> 0,685. 
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Рис. 3.2. График функции 2=2 (Вал) 

Рис. 3.3. Верхние и нижние оценки кодового расстояния каскадного кода 
второго порядка структуры А 

< 

Для кодов структуры 40 при А/В: < 2, выражение (3. 48) 
совпадает с (3. 46), а upn R,./R,, > % выражение (3. 48) имеет 
ВИД 

5% (В, 2) =5% (В, 2) (1 — В,2)/28вг (Вл). (3. 51) 

Однако, как видно из табл. 3.4, для структуры А0 отношение 
Ваз!В а < 2, так что при всех скоростях передачи выражение 

(3. 48) совпадает с (3. 46). Точно так же для структуры А4 отно- 
шение А„./В 1 =0,5 < 25, следовательно, выражение (3. 49) при 

всех А совпадает (3. 47). Нижние и верхние оценки `кодового 
расстояния каскадных кодов второго порядка, вычисленные по 
формулам, полученным в настоящем разделе, приведены в табл. 3.7, 
3.8 и на рис. 3.3. Как видно из приведенных результатов, для 
структур 40 и 41 соответствующие оценки весьма незначительно 
отличаются друг от друга почти во всём диапазоне изменения ско- 
рости передачи ДА. 

Таблица 3.6 

  

  

Ry 20 Ra 20 Ra 20 

0,9987 0,9718 0,8605 0,7845 0,2746 0,6873 
0,9969 0,9576 0,8282 0,7656 0,1667 0,7123 
0,9905 0,9280 0,7947 0,7523 0.0883 0,7474 
0,9720 0,8833 0,7269 0,7305 0,0363 0,8014 
0,9483 0,8494 0,6588 0,7144 0,0082 0,8823 
0,9213 0,8225 0,5585 0,6985 0,0000 1,0000 
0,8918 0,8002 0,2047 0,6871             
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Таблица 3.7 
  

  

          
  

  

  

(в) 840 (В, 2) = (a 546 (В, 2) = 
Ro | 0(R,2) | A seip, 2) | ® |388.9 | 598 R, 2) 

0,9944 | 0,000045 0,00449 0,4495 | 0,03083 0,444 
0,9822 | 0,000049 0,00302 0,3439 | 0,04947 0,140 
0,9590 | 0,00020 0,00684 0,2378 | 0,07775 0,190 
0,9379 | 0,00044 0,00976 0,1020 | 0,1487 0,266 
0,9064 |: 0,00086 0,0144 0,0236 | 0,2644 0,362 
0,8244 | 0,00282 0,0290 0,0027 | 0,3753 0,4350 
0,7340 | 0,00644 0,045 0,0000 | 0,5000 0,5000 
0,5622 | 0,01783 0,083 

Таблица 3.8 

В $] (В. 2 84 (В, 2) = В 5 (В 2 bal (R, 2) = 

1 (В, 2) | 5] (В, 2) А1 (В, 2) | — 54} (В, 2) 

0,9926 | 0,000002 0,000010 0,4698 | 0,02683 0,07777 
0,9883 | 0,000006 0,000025 0,3390 | 0,04930 0,12434 
0,9697 | 0,000042 0,000186 0,2456 | 0,07452 0,16784 
0,9454 | 0,000154 0,000657 0,0996 | 0,15046 0,26159 
0,9165 | 0,000383 0,001628 0,0249 | 0,25769 0,36004 
0,8532 | 0,0033 0,00563 0,0027 | 0,37485 0,43689 
0,7486 | 0,00446 0,01652 0,0000 | 0,50000 0,50000 
0,5889 | 0,04446 0,04577           
  

3.3.3. Коды произвольного порядка 

При рассмотрении каскадных кодов порядка т >> 2 ограничимся 

лишь каскадными кодами структуры-.41. В этом случае нижняя 

оценка 5% (В, т) в соответствии с утверждением 3.1 принимает 

ВИД 
m 

319 (R, m) = max In (Re — F) | Fa У (5 ("= д. 7} 
| | (3. 52) 

$==1 

Верхняя оценка 5® (В, т) в соответствии с утверждением 3.6 
для несистематических кодов 

52 (В, m) = 8% (R, m)/28pr (R,1/m), (3. 53) 

а в соответствии с утверждением 3.9 для систематических кодов 

544 (В, m) = 88 (R, m) min {a— Raye) [2sr == В). 
(3.54) 
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Нетрудно убедиться, что в (3. 54) 
минимум достигается при $ =т, 44| 

следовательно, (3. 54) совпа- 

дает с (3. 53), т. е. верхняя оценка 

кодового расстояния системати- 

ческих и несистематических кас- 

кадных кодов структуры 41 

одна и та же. 
Результаты расчетов по фор- 

мулам (3. 52) и (3. 53) для т= 4% 
—3, 5и 40 приведены в табл. 3.9 

и на рис. 3.4, на котором для 
сравнения приведена также оцен- 

ка 3вг(В). Как видно из графи- 
ков, верхние оценки 8% (В, т) 
почти во всем диапазоне ско- 
ростей передачи O<R< 1 
располагаются ниже оценки 7 
увг(В). Таким образом, при этих 

скоростях передачи и 23 рие. 3.4. Верхние и нижние оценки 
не существует каскадных кодов — кодового расстояния каскадного кода 

структуры 41, кодовое расстоя- порядка т=3, 5, 10 структуры Al 

ние которых удовлетворяло бы 
границе ВГ. 

Отметим, что по мере увеличения т различие между нижней 

5%(Е, т) и верхней 5 (В, т) оценками для каскадных кодов 

структуры 41 быстро уменьшается. 

    
TOR 
,   

$ 3.4. Каскадные коды бесконечного порядка 

3.4.1. Основные ограничения и структура каскадных кодов 

бесконечного порядка 

Перейдем теперь к рассмотрению предельного случая, когда поря- 

док каскадного кода т — со. Такие коды назовем каскадными ко- 

дами бесконечного порядка. 
В соответствии с определением каскадных кодов произвольного 

(конечного) порядка т введем величины @и И @и„х, Представляю- 

щие собой наименьшее и наибольшее из чисел а, #=1, т. 

Предполагаем, как и раньше, что в качестве внешних кодов 

с основанием 4==2“ всегда используются либо коды РС, либо их 

модификации, так что для любого $, $==1, т, 

at > nai. | 

Таким образом, | (3. 55) 

27min >. ny — 1. 

5 Э. Л. Блох, В, В, Зяблов = 65 
he



При т- со длина п, внутрен- 
т 

  

м 
них кодов п, = Ха, > та > 

$=0 

> т1о5. (п, — 1) -> <. В то же время 
длина п, внешних кодов при т -— со. 
может оставаться как ограниченной, 
так и неограниченно расти. 

Первый случай не представляет 
большого интереса, так как наибо- 
лее удобными для реализации (при 

/ заданном N=N,n,) являются такие 
4 каскадные коды, для которых при 

Рие. 3.5. Схематическое пред-` Всех значениях т выполняется усло- 
ставление слова каскадного вие п, > N,. 
кода бесконечного порядка Поэтому ограничимся рассмотре- 

нием лишь таких каскадных ко- 
дов, для которых при Т-— с величины п,- < и п,» 0, 

а следовательно, и аи -> со. Так как во` всех случаях т<п,, 

  

  

      

__ а; а: 
то при т> со тп< п/п =п,>0, значит 2 Shaw S 

a Omax 1 . 
< Mma min < @ min т ° ‘ 

B дальнейшем будем рассматривать только ‘такие каскадные 

коды, для которых при т -—> © отношение ах" Ош остается огра- 

ниченным, так что 

  

4 

lim ~—=0, i=1,m. (3. 56) 
MmM->o @ 

a
l
e
 

Если при выполнении перечисленных выше условий построить. 
слово © каскадного кода (порядок которого т достаточно велик), 
относя его горизонтальный и вертикальный размеры соответ- 
ственно кп, и П,, то получим единичный квадрат, в котором каж- 

дый из кодов второй ступени изображается горизонтальной поло- 
ской шириной Ах; (45; —>0 при т - о). 

Предельный случай такого квадрата (при т -> со), изображаю- 
щего кодовое слово &х каскадного кода бесконечного порядка, по- 
казан на рис. 3.5. Кривая у =} (5) полностью определяет струк- 
туру каскадного кода бесконечного порядка, т. е. связь между 
скоростями передачи внутренних А„;=хи внешних кодов В,, =. 

При этом для выполнения условия 6,<3 6,1 следует в качестве } (2). 
выбирать невозрастающую функцию. Возможность характеризо- 
вать структуру каскадного кода бесконечного порядка одной лишь. 
функцией у =} (5) значительно упрощает и делает более обозри- 
мым исследование оценок кодового расстояния в зависимости от 
структуры кода в случае, когда т —> со, по сравнению со случаями 
конечных значений т. ` 
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Что касается скорости передачи А каскадного кода бесконеч- 
ного порядка, то она определяется очевидным равенством 

5 

R= | yz, (3.57) 
0 

где х, —=А„ — скорость передачи основного (первого) внутреннего 
кода при т -> с. 

Величина иу=}(0), соответствующая х=0, представляет 
собой скорость передачи последнего внешнего кода при т -> со, 
так что У =А». В заключение отметим. частный случай, когда 

Атт/@ тах ==1, Т. е. такой, для которого а, =а, #=1, т, следова- 
тельно, и, =а, - та. Полагая п, == 2° и выбирая а==1[0о5, Ат’, где 
А и у— произвольные положительные числа, приходим к каскад- 
ным кодам, для которых п, = Ат’, п, =а, - т1об. А -- ут 105. т, 
так что при у -> 1 и т- © 

lim Па 0. 
т—> о Ny 

3.4.2. Нижние и верхние оценки кодового расстояния 
каскадных кодов бесконечного порядка 

Рассмотрим сначала нижнюю оценку кодового расстояния, осно- 
ванную на результате, полученном в разд. 2.2.2, согласно кото- 
рому кодовое расстояние любого каскадного кода удовлетворяет 
неравенству 4 > шт {4„.4;}. Так как при п, 0 и п, > © кодо- 

вое расстояние всех внутренних кодов может достигать границ ВГ, 
т. е. при т-—>< 4, 2п6вг(В)=пидвг(5), а кодовое расстоя- 
ние внешних кодов 

4; = п, (1 — В, 1/n,) ~ n, (1 — y), 

получаем, что существуют каскадные коды бесконечного порядка, 
для которых 8 (В) =а/п > ша ((1 — у)6вг(2)}, где у=](т) опре- 

® 

деляет структуру кода. 
Величина 

5"? (В) = min {(1 — y) Ser (z)} (3.58) 

, 

представляет собой нижнюю оценку величины 6(В) для каскад- 
ных кодов бесконечного порядка. 

Эта оценка, справедливая как для систематических, так и не- 
систематических каскадных кодов, определяется структурой кода 

y=f (2). 
`Если. функция 87 =(1 —у)5вг(5) монотонно убывает при 

увеличении 5, то минимум достигается при х=1,==А,. (когда 
у==0), так что 5“? (А) =8вг (В) =д8вг (15). При этом {возможна 
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(в) 
х только равная защита информационных символов. Если же 6 

возрастает при увеличении х, то минимум достигается при х==0, 

tax uto 8 (В) =1/,(1 — у); при этом возможна неравная защита 

информационных символов. 
Для построения верхних оценок каскадного кода бесконечного 

порядка воспользуемся простейшими оценками (3.19) и (3. 30), 

полученными в разд. 3.2.1 и 3.2.3, которые соответствуют 

условию г; ==0. Использование этого условия вполне допустимо, 

так как в рассматриваемом случае все А„; — Аз > 0. 
Тогда, заменяя в выражениях (3. 19) и (3.30) скорости пере- 

дачи внутренних и внешних кодов соответственно на Хи У, 

получаем верхние оценки величины 8(Ё) соответственно для 

несистематических каскадных кодов бесконечного порядка 

3 (R) = min (1 — y), (3. 59) 

58 (В) = min {(1— y)(1—2)}. (3.60) 

Так как мы рассматриваем каскадные коды, у которых величина 

f(z) не возрастает с увеличением х, то при любой структуре 

(удовлетворяющей этому условию) для несистематических кодов 

верхняя оценка 5) (В) =1/, (1 — и,). Что касается систематических 

кодов, то для них 5 (В) =1/). (1 — у.) =8°? (В), если функция 

52 (В)=(1—и) (1—2) возрастает, и 65°’ (В) =1].(1 —15), если 

5) —=(1 — и) (1 —2) убывает. | 

3.4.3. Коды структуры А 

Для каскадных кодов бесконечного порядка структура А опреде- 

ляется равенством 8 — (1 — у)8вг (2) = с0пз%. Так как в атом 

случае 8) (В, со) =5® при всех 2, то, полагая х —=0, получаем 

5% (В, со) =1|, (1 — у). Учитывая, что при этом верхние оценки 

542 (В, 2) = 5 min (l —y) =F (1 —y) = 89" (B, ®) 
И 

- 

2 (В, оо) = 5 min {((1 —y) (1 —2)} =F(1— y.) = (В, ©), 

видим, что для каскадвых кодов бесконечного порядка струк“ 

туры А (как систематических, так и несистематических) нижняя 

и верхние оценки совпадают: $4 (В, со) =84” (В, со) = 5% (В, со) = 

—5(А, со). Таким образом, для таких кодов получаем асимпто- 

тически точное значение 5(В) =а/п, причем структура А опре- 

деляется выражением у==1 — 8^(А, со)/5вг (2), а скорость пере- 
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дачи А каскадного кода бесконечного порядка структуры А в со0т- 
ветствии с (3.57) равна 

R=2,— a(R, оо) | 

0 

dz 

Sar (Zz) ’ 

где величина т, находится из уравнения бвг (2,) =64(А, со) или 
я "5 

т. =1— АД (54(В, со)). Значения интеграла /[(5) = | ta) приве- 
В 0 

дены в приложении 3.5. Полученные соотношения ‘позволяют 
3 

49| 

Рис. 3.6. Асимптотически 
точная оценка кодового рас- 
стояния каскадного кода бес- 
конечного норядка струк- 
туры 4 

42% 

  

  

G   
Gs LOR 

вычислить 64(В, со) и построить для каждого В функцию у=}(х), 
определяющую структуру А каскадного кода бесконечного порядка. 

Результаты соответствующих расчетов приведены в табл. 3.10 
и на рис. 3.6, на котором для сравнения показан график функции 
dsr (A). 

Таблица 3.10 
  

  

          

ЗА (В, <) вл (Е, <) 

0,99977 0,0000016 0,125 0,66097 0,04999 `| 0,318 
0,99966 0,0000025 0,125 0,61461 0,02500 0,332 
0,99897 0,000009 0,136 0,57376 0,02999 0,345 
0,99815 0,000018 0,143 0,50383 0,03999 0,368 
0,99701 0,000033 0,148 0,44550 0,04999 0,388 
0,99453 0,000068 0,156 0,35283 0,06997 0,423 
0,99241 0,000102 0,162 0,25231 0,09997 0,469 
0,98724 0,000196 0,172 0,14486 0,14993 0,536 
0,95538 0,00100 0,204 0,08067 0,19994 0,598 
0,90095 0,00300 0,234 0,04207 0,24990 0,658 
0,85927 0,00500 0,251 0,00723 0,349814 0,780 
0,80770 0,00799 0,270 0,000015 0,44926 0,915 
0,77792 0,01000 0,280 0,00000 0,50000 1,000 

  

Как видно из рис. 3.6, значения &л (В, со) для каскадных кодов 
бесконечного порядка структуры А во всем диапазоне изменения 
скорости передачи 0 < А < 1 не достигают границы BI. 
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Следует отметить, что каскадные коды бесконечного порядка 
структуры A представляют собой уникальный пример блочных 
двоичных кодов, у которых 4/п не стремится к нулю при п -> © 
и асимптотически точно известно кодовое расстояние 4 =п 8 (В, со). 

3.4.4. Коды структуры В 

Для каскадных кодов бесконечного порядка введем, кроме струк- 
туры А, другие характерные структуры, которые будут в даль- 
нейшем (см. гл. 5) играть существенную роль при исследовании 
потенциальных корректирующих свойств каскадных кодов.. 

Одну из этих структур, которую определим из условия макси- 
мизации скорости передачи В систематического каскадного кода 
при заданной верхней оценке 5” (А, со), назовем структурой В. 
Для каскадных кодов структуры В оценки 8“ (В, co), 6 (В, со), 
5) (В, со) будем обозначать соответственно 5}? (В, со), 88? (В, со), 
58’ (В, сэ). Структура В определяется следующим утверждением, 
доказанным в приложении 3.6. 

# Утверждение 3.11. В систематическом каскадном коде, беско- 
нечного порядка (с нижней треугольной кодирующей матри- 
цей С.) структура 

y =f, (x)= 1 — 289 (R, «)/(1 — 2) (3.61) 

при заданной верхней оценке 5# (В, с) максимизирует скорость 
передачи А. - , 

Подставляя (3. 61) в выражение для скорости передачи, полу- 
чаем 

Zo 

R= 2, — 28 (R, co) | p= = 2, + 28° (В, оо) № (1 — 20), 
° (3. 62) 

где значение 1х, < 1 находится из условия }в (15) =0, которое при- 
водит к равенству 

1, =1 — 25 (В, оо). (3. 63) 

Так как в данном случае функция (1 — } (2)) &вг (2) убывает с ро- 
стом т, то нижняя оценка 5 (В, со) в соответствии с выражением 
(3. 58) принимает вид 

og? (R, co) = dzr (2,). (3. 64) 

Tak как для несистематических каскадных кодов бесконечного 
порядка верхняя оценка определяется выражением (3. 59), то для 

1 
таких кодов структуры В имеем 58’ (В, <) = (1 —1в(0)), что 

согласно выражению (3.61) приводит к равенству 88(А, с) = 
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Используя соотношения (3.62)— og 
(3.64), можно для каждого В вы- 7 
числить оценки 5(А, ©) и 
5%) (В, со). Результаты соответ- 
ствующих расчетов приведены. 
в табл. 3.11 и на рис. 3.7. Там же —_ 
представлено отношение 88’ (В, со)| | 
бвг (В). 

Tak Kak это отношение для 
всех скоростей передачи меньше 
единицы, то, учитывая, что струк- и! 
тура В определяет для каждого Puc, 3.7. Be 2 _— д И . 
значения Я максимально возмож- оценки ‘eonoBoro DACCTOREEA Kac~ 

ную величину верхнеи оценки xannoro кода бесконечного по- 
кодового расстояния системати- рядка структуры В 

ческого каскадного кода беско- 
нечного порядка, следовательно, получаем, что среди этих кодов 
нет таких, кодовое расстояние которых достигает границы ВГ. 

Таблица 3.11 

  

  

  

8 8 (в) 8 3 в) 

R ay Во в | к д |8 (Вэ) 
_— хх ВГ _ хх Br ) 

Ss | 3s в | 3 
0,9020 | 0,0049 | 0,040 0,787 0,2342 | 0,0795 | 0,200 0,896 
0,7744 | 0,0070 | 0,0800 0,806 0,1533 | 0,4100 | 0,250 0,912 
0,6703] 0,0430 | 0,0500 0,822 0,0940 | 0,1464 | 0,300 0,933 
0,6262 | 0,0163 | 0,0600 0,830 0,0504 | 0,4894 | .0,350 0,949 
0,5000 | 0,0284 | 0,0933 0,848 0,0245 | 0,2432 | 0,400 0,966 
0,4782 | 0,0312 | 0,100 0,851 0,0052 | 0,3463 | 0,450 0,983 
0,3394 | 0,0532 | 0,150 0,875 0,0000] 0,500 0,500 1,000                 
3.4.5. Коды структуры С 

Рассмотрим несистематические каскадные коды бесконечного 
порядка и для-них найдем структуру у =] (т), такую, которая при 
заданной верхней оценке 5” (В, со), максимизирует скорость пе- 
редачи А. Эта структура определяется следующим утверждением. 

Утверждение 3.12. В несистематическом каскадном коде 
бесконечного порядка структура у=} (1) =1—258°? (А, <) при 
заданной верхней оценке $” (А; со) и х, =4 максимизирует ско- 
рость передачи В. Отсюда следует, что 

8) (А, с) ==(1 — А)/2 > 8вг (В), О<«В<1. (3. 65) 

Доказательство утверждения 3.12 аналогично доказательству 
утверждения 3.14 (см. приложение 3.6). Утверждение 3.12 в от- 
личие от утверждения 3.11 не приводит к новым результатам, 
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относящимся к верхним оценкам кодового расстояния, так как 
в результате получена известная верхняя граница Плоткина, спра- 
ведливая для любых блочных двоичных кодов. Однако, учитывая 
(3. 65), можно поставить задачу об отыскании таких структур не- 
систематического каскадного кода бесконечного порядка, для ко- 
торых верхняя оценка $”) (В, со) совпадает с границей ВГ. Одну 
из таких структур, которая, так же как и структура В, будет иг- 
рать важную роль при изучении потенциальных корректирую- 
щих свойств каскадных кодов, назовем структурой С. Соответ- 
ствующие ей нижнюю и верхние оценки будем обозначать 

5 (В, со), 5 (В, со) и (В, ©) =8вг (В). Структура С опре- 
еляетоя следующим утверждением, доказанным в приложении 3.7. 

Утверждение 3.13. Структура 

у= Де) =1— (В, <) 2 (2-* — 1) (3.66) 
определяет несистематический каскадный код бесконечного по- 
рядка, для которого верхняя оценка 8$” (А, со) при всех R:0< 
< А <! совпадает с границей ВГ, т. е. 

SPUR, со) = 8вг (А). | (3. 67) 

Таким образом, структура С определяется равенством 

у= (1) =1 — ввг (В) 27 "(27 * — 1). (3. 68) 

Нижняя {оценка 8 (А, со) для каскадного кода бесконечного 

порядка структуры С гнаходится из выражения of) (R, c)=— 
— шш {(1—y)S8sr(z)}. Tak как функция (1—у)8ъг (2) = 

0<5<5 

== Spr (В) 27 *6вг (т)/(27`` —1) убывает с ростом 2, то минимум 
достигается при х==х., когда у==0. 

Таким образом, 

oy" (В, со) — Sar (2X5), (3. 69) 

rye a= 1 -+ log, (1 — Bar (R)) = log, (2 (1 — Bar (R))}. 
Верхняя оценка SSP) (R, co) для систематического каскадного 

кода бесконечного порядка структуры С находится из выражения 

$2 (В, с) =>: ши ((1—y)(1—2)}. 
<:55:%5 

Так как функция (1—9) ((—2)=д8вг (В) 27 ® (1—2)/(2 *—1) убы- 
вает с ростом х, то минимум достигается при х=1., когда. у=0, так 
что 

54 (В, со) =- (1—2) = — > log, (1 — Sar (R)). (3. 70) 
— 
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Рис. 3.8. Верхние и нижние оценки кодового расстояния каскадного кода 
бесконечного порядка структуры С 

Рис. 3.9. Структуры <A, В, С каскадных кодов бесконечного порядка 
со скоростью передачи А=0,5 

Используя выражения (3. 69), (3. 67) и (3. 70), можно для каж- 

дого значения В вычислить &® (В, <), 8? (В, сэ), 5 (В, с). 
Результаты соответствующих расчетов приведены в табл. 3.12 и 
на рис. 3.8. 

Таблица 3.12 
  

8 8 в) 8 8 yp 

; ; С (В, ©) = ; > ВС (В, ©) = 
В se Re R Re me 

го Bey By Sy 
вю wo eo wo 

  

0,919 | 0,0013 | 0,007 0,010 0,390 | 0,0382 | 0,4470 0,150 
0,805 | 0,0048 | 0,022 0,030 0,278 | 0,0587 | 0,4610 0,200 
0,673 | 0,0143 | 0,0445 0,060 0,189 | 0,0877 | 0,2075 0,250 

0,119 | 0,4450 | 0,2575 0,300 
0,598 | 0,0163 | 0,0600 0,080 0,029 | 0,2080 | 0,3685 0,400 
0,531 | 0,0220 | 0,0760 0,100 0,007 | 0,2850 | 0,4343 0,450 
0,474 | 0,0280 | 0,0920 0,120 0,000 |.0,5000 | 0,5000 0,500                 

Как видно из табл. 3.12 и рис. 3.8, при всех скоростях передачи 
В :0< В Х 1 для каскадных кодов бесконечного порядка струк- 

туры С 5 (В, ©) < 8 (В, ©) < (В, ©) ==8вг (В). 
Для иллюстрации различия между структурами А, В и С на 

рис. 3.9 приведены графики функций и=] (т), определяющие каж- 
дую из этих структур при одной и той же скорости передачи А =0,5. 

$ 3.5. Анализ уровней защиты каскадных кодов НЗ 

3.5.1. Каскадные коды НЗ второго порядка 

Переходя к рассмотрению каскадных кодов НЗ, заметим, что коды 
второго порядка представляют собой простейший тип каскадных 
кодов, для которых возможна неравная защита информационных 
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символов. Так как в данном случае возможны лишь две градации 
уровней защиты 51 и 8), то выражение (3. 13), определяющее 
нижние оценки уровней защиты, принимает вид 

R= Ва — 5 (Ras — аз)/бвг (Ви) — 8° Вэ вг (Fy); (3. 71) 

при этом 

Ry =1— 30 Per (Ra) Вь=1— 80°” Ввг( Е), (3. 72) 
a RO =(Rya—Rya) Ry, В® = А„Ны. (3. 73) 

Исключая. при помощи равенств (3.72) величины R,,, В» из 
(3. 73), получаем выражения 

R = (Ry — В.) (1 — 89 Вьг (В), _ (3.74) 
R®— Ria(i-— 6 >) Bap (Воз)), - (3. 15) 

удобные для решения первой из сформулированных в разд. 3.12 
задач для кодов с неравной защитой, которая состоит в максими- 
зации А? при заданных значениях 841"), 52) 6, Д®. 

Для решения этой задачи будем задавать различные значения 
А, и для каждого из них по (3.75) находить А”. Затем для 
каждого из выбранных А‚. находим А: = А, максимизирующее 
величину А!, определяемую выражением (3. 74). 

Учитывая, что R® достигает максимума при некотором 
В, =В., отметим три возможных варианта, определяемых раз- 
личными (фиксированными) значениями 51,"), $8, =); 

1) upu R= Ry RY > 0; 
2) при В, =А„ В? =0; 
3) при А. < В» В® =0. 
Соответствующая этим трем случаям зависимость между В“ 

и А“°) схематически показана на рис. 3.10, где различные кривые 
отвечают одному и тому же значению 61,®, но различным 
(а, н) <81,». 

Следует отметить, что каскадные коды с параметрами ВА: =Аа 
и В,. > Ваз не представляют практического интереса, так как при 
В 2 < Вы существует каскадный код с тем же значением В“), но 
большим значением В“). Поэтому участки кривых, соответствую- 
щих значениям А,. > Ва, показанные на рис. 3.10 пунктиром, 
могут быть отброшены. Точка М на кривой 51, *)—=6,"), каса- 
тельная в которой отсекает на осях координат равные отрезки 
Ви=Вч’--А®, определяет каскадный код второго порядка, для 
которого при равной защите информационных символов достига- 
ется наибольшая скорость передачи А=Вы. Для такого кода все 
информационные символы можно произвольно разбить на две 
части по ПА? и пВ®) символов в каждой при условии, что 
В%-- В“) = Вы. Но это значит, что неравную защиту целесообразно 
осуществлять только в том случае, если для выбранных значений 
S47) и 62,1) < 59, ") точка с координатами А“ и В® лежит выше 
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Рис. 3.10. Зависимость между ЕЯ) и В?) при различных уровнях неравной 

защиты для каскадных кодов второго порядка 
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Рие. 3.11. Зависимость между В) и В ® | 

1—3 — 041 и 8 (28) — 6,000; 2— 0,020; 3—0,0874; 4-0,070; 5 — 0,1 для каскадных нодов 

второго порядка 

прямой А‘) -- А) —= Им. Поэтому можно исключить из рассмотре- 
ния также и те части кривых, показанных на рис. 3.10, которые 

расположены ниже прямой Ви = R +R. 
Результаты соответствующих расчетов для 1 uw 

5, и) —() 000; 0,020; 0,0374; 0,070 и 0,4 приведены в табл. 3.13 

и на рис. 3.14, на котором удалены те участки кривых, где 

Rag > А*„, и те, которые располагаются ниже прямой А-- А’ = 
— ам. . 

Значение 5“,=) — 0,0374 определяет при 8%," —=0,1 ту кри- 
вую, для которой В“? =0 при А. = Аш. = 

Как видно из рис. 3.11, при весьма малых значениях А“ 
нецелесообразно применять коды НЗ. Вместо этого надо исполь- 

зовать оптимальный каскадный код второго порядка, т. е. код 

структуры 40 c 8 =-89"), то замечание справедливо при 
$9) — 01 ana R@® < 0,067. . 
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Таблица 3.13 

  

  

  

            
  

  

В) 

Rw _ 
Ка Ros oe 010| 9:07 | 0,0374 | 0,020 | 0,000 

0,5310 | 0,5310 | 0,0000 | 0,0000 | 0,4598 | 0,3324 | 0,4248 | 0.534 
0,5001 | 0,4669 | 0,0030 | 0,0820 | 0,1975 | 0,3230 | 0.03899] 0.4669 
0,4706 | 0,4017 | 0,0115 | 0,1255 | 0.2084 | 0.2984 | 053464 | 0.4017 
0,4426 | 0,3356 | 0,0247 | 0,4446 | 0:4998 | 0,2630 | 0.2968 | 0,3356 
0,4158 | 0,2694 || 0,0449 | 0'4375 | 074770 | 0'2499 | 02428 | 0.2694 
0,3902 | 0,2095 | 0,0627 | 0,4186 | 074439 | 074744 | 071857 | 0'2025 
0,3657 | 0,1360 | 0,0864 | 0,0885 | 074028 | 0,4483 | 0'4265 | 0'4360 
0,3423 | 0,0704 | 0,4424 | 0,0070 | 0,0559 | 0'0625 | 0'0660 | 0.0704 
0,3199 | 0,0049 | 0,1400 |’ 0,0038 | 0,0042 | 0.0045 | 0'0047 | 0.0049 

Переходя к рассмотрению верхних оценок уровней защиты 

51,3) и 52,8) для несистематических и 61, и 52," для система- 
тических каскадных кодов НЗ, воспользуемся наиболее простой 

связью между ними и нижними оценками $") и 52"). Эта связь 
определяется выражениями (3.24) и (3.33), которые для каскад- 
ных кодов второго порядка принимают вид 

84.) — 89,285 (А1); 899 89,28 5г (В), (3. 76) 

$2, — 3 (1 — Ry) 8p (Ry)s 8% = 8% /2Bpr (Ryq) = 8%”, 
(3. 77) 

Располагая величинами А и А,з (см. табл. 3.13), которые 
определяют В“ и В при фиксированных значениях 5%,") и 
5°,=), и используя равенства (3. 76) и (3.77), легко найти верх- 
ние оценки уровней защиты. 

Для решения второй задачи неравной защиты информационных 

символов, которая состоит в максимизации величины 5," при 

заданных значениях А, В®. 68,1") 54а," перепишем выраже- 
ния (3.74) и (3.75) в виде 

51,8) — (1 — RVR — R,,)) dsr (2,1): 

502, =) — (1 — R® /R,,) dar (BR, 2). 

(3. 78). 

(3. 79) 

Тогда, задавая различные назначения А, для каждого из них 
по (3.79), находим ВА, затем для выбранного В„, находим 

А а= А, максимизирующее величину 8"), определяемую выра- 

жением (3. 78). 
Верхние оценки 81», 5, и 54,», $, так же как и для 

первой задачи, определяются выражениями (3.76), (3.77), только 
теперь следует их рассматривать как функции одной из величин 81") 
или 62") при фиксированных значениях А?) и В®; 
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3.5.2. Каскадные коды НЗ произвольного порядка 

Для каскадных кодов произвольного порядка т >2 с двумя 
уровнями защиты, т. е. для кодов НЗ структуры 24 (см. разд. 3.1.2), 
справедливо равенство (3.13). При этом имеют место очевидные 
соотнотения 

RY = (Raa ~~ Во, m+1) — soem 2 (Ras ~~ Во, 41) бвг (Rai) (3. 80) 

т 

RO = Ra, mit — 39") ~ (Ra, — R,, +1) бвг (В). (3. 81) 

Как видно из сопоставления с (3.4), выражение (3. 81) опреде- 
ляет нижнюю оценку кодового расстояния каскадного кода струк- 
туры А порядка т — т, с равной защитой информационных сим- 
волов 5$ ==82" и скоростью передачи А = В“. 

В рассматриваемом случае (когда т—т. > 1) решение в наи- 
более общем виде как первой, так и второй задачи неравной за- 
щиты наталкивается на трудности, которые проиллюстрируем на 
простейшем (после т=2) примере т=3. 

При т=3 и т. =1 выражения (3. 80) и (3. 81) принимают вид 

RO= (Rar — a2) (1 — §% "pr (Ваз), (3. 82) 

R® — Rao — (Ваз — as)/OBr (Ryo) + Ваз вг (В,з)) 59, =. (3. 83) 

Тогда для решения без каких-либо дополнительных ограничений, 
например, первой задачи. неравной защиты надо выбрать такие 
Ва и В,з, которые при фиксированном 53" приведут к заданному 
значению А“’. Учитывая, что таких пар Аз, В„з имеется бесчис- 
ленное множество, надо определить такую пару, чтобы при после- 
дующей максимизации (3. 82) по А. (при выбранном уже R,,) 
мы получили наибольшее из возможных значение А. Трудности 

выбора А„;, $=т.-{1, т, удовлетворяющих этому требованию, 
существенно возрастают с увеличением разности т—т.. Однако 
при больших значениях т: и т—т, можно решать рассматривае- 
мую задачу при дополнительных ограничениях, налагаемых на 
А.» $=1, т, полагая, что все А, — В, 543 = (Ray — Ra, m,41)/, при 

i=1, m, а все А, — Ry, = Ri, mail — т) при = т. -- 1, т, 
т. е. вместо исследования структуры 240 ограничиться рассмотре- 
нием структуры 241. При таком ограничении решения обеих 
задач НЗ по трудоемкости почти не отличаются от их решения 
для случая т==2. Так, в примере т==3, т, =1 приходим к соот- 
ношениям 

R® = (Ry — Ry) (1 — 8°" Bar (Rai); 
R® = R,, (1 — (nr (Ryz))? — (Bar (Rga/2))2) 8” /2}, 

при помощи которых решения указанных задач НЗ не вызывают 
ни принципиальных, ни технических затруднений. 

Точно так же не вызывает затруднений изучение верхних оце- 
нок уровней защиты, если использовать связь между ними и ниж- 
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ними оценками, определяемую простейшими соотношениями 
(3. 24) и (3. 33). Однако задача значительно упрощается, если рас- 
сматривать каскадные коды НЗ бесконечного порядка. 

3.5.3. Каскадные коды НЗ бесконечного порядка структуры 24 

При рассмотрении каскадных кодов бесконечного порядка © двумя 
уровнями защиты информационных символов разобъем отрезок 
[0, 2] на две части [0, 2, ] и [21, 2], 0 < <, «а, тогда для В? и 
R® получаем 

RY = Г 1: (1)42; В? = ( Ь (5) ах, (3. 84) 

где функции ], (т) и ]. (1) определяют структуру кода соответ- 
ственно на участках [1, 2] и [0, 2,]. 

Используя выражения для нижних и верхних оценок уровней 
защиты, приведенных в разд. 3.1.2, и переходя от кодов конечного 
к кодам бесконечного порядка (подобно тому, как это было сде- 
лано в 8 3.4), приходим к соотношениям 

а, о — min {(1—f, (z)) Sar (2)}; 8% ™ == min {((1 — f, (z)) ae 2. 
BU, KELXq 0<7<%, 

(1,3 — 1. _ (2,3) __ 1 : __ bay min (1—f, (2) 8 ymin (1 —fa(2)}, (3.86) 

му ша (1—1 (2) 4—2), 
1 и, (3. 87) 

fa min (1 —f,(2) И —2)}. 

Под кодами bonanounore порядка структуры 2А будем понимать 
коды (по аналогии с кодами РЗ), для которых при всех т: 
< :<а, выражение. (1 — }, (5))бвг (5) сохраняет постоянное 

значение, очевидно равное 51,"), а для всех х:0<1< 2, BHpa- 

жение (1 — /.(1)) 6вг (5) сохраняет значение, равное 5,=). Отсюда 
получаем, что - 

(2) =1—6*ввг(7), Ce KQa, 
Ь (5) =1— 652, "2 /6вг (2), ОЗ... 

Подставляя выражения (3.88) в равенства (3.86), приходим 
к соотношениям 

RY — 1-2, — 81, (I (x,) —1 (2), (3. 89) 
R® =a, —8?-" I (2,), (3. 90) 

xz 

(3. 88) 

.4й <“ 
где 1(5т)== | ———-. 

J Spr (4) 
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Так как в точке х=х, | (5)==0, то первое из равенств 
(3. 88) приводит к соотношению 

61, = —%вг (2), или 2) =1— НД (891, ")). (3. 91) 

Соотношения (3.89), (3.90) и (3.21) показывают, что при задан- 
ных значениях 61,"), $2," [2 не возникает задачи максимизации 
величины А), так ‘как в этом случае однозначно определяются 
значения 2, и 1,, а значит, и величина А®. 

Таким образом, для решения основных задач НЗ для каскад- 
ных кодов бесконечного порядка структуры 2А следует при 
фиксированном значении 52," задать произвольные значения 1, < т 
и для каждого из них определить соответствующее ему значе- 
nue R®, Затем по заданному значению 6“,=) для первой задачи 
(или по заданному значению А“’ для второй задачи) вычислить 
R® (ana 84”), 

Результаты соответствующих расчетов для первой задачи при 
$1) — (),1 и 82," — (0,00; 0,020; 0,0374; 0,070; 0,1 ‚приведены 
на рис. 3. 12. 

(1) 

    

A 

947] 

SS - 

$ 

J 
7 2 J . 

| i 

a 02; 4S ge 

Рис. 3.12. Зависимость между АП) и RO 
1— при 81%) 0,1 и 842? — 0,000; 2— 0,020; 3 — 0,0374; 4— 0,070; 5—0,1 

Что касается верхних оценок уровней защиты, то в соответ- 
ствии с (3. 86) —3. 88) получаем ' 

ба, 8) —_ —1 1 sa, H) min {(бвг (х))*} = — ба, =) 26 вг (x); “а, в) — — 6“, 8), 

ба, в) — 5-89. " min {(1—2z)Spr(z)} =8%™ (1 — x,)/28nr (24); 
21575 

52, в) — а, н). 

Из приведенных выражений видно, что как для несистематиче- 
ских, так и для систематических каскадных кодов структуры 24 
оценка меньшего из уровней защиты 5) является асимитоти- 

чески точной, т. е. 82, =) — 5, ) — 64, ) — $),



Глава 4 

КАСКАДНОЕ ДЕКОДИРОВАНИЕ 

  

Декодирование — исправление ошибок представляет собой 
наиболее трудно реализуемую часть при практическом использо- 
вании помехоустойчивого кодирования. Поэтому естественно по- 
ставить перед каскадными кодами задачу упрощения реализации 
именно этой части. И нужно сделать это не за счет ухудшения реа- 
лизуемых корректирующих свойств, а разработкой специальных, 
просто реализуемых алгоритмов декодирования. Подобная задача 
решается в настоящей главе посредством каскадного декодирова- 
ния, суть которого в том, что вместо декодирования длинного 
каскадного кода выполняется последовательность декодирова- 
ний значительно более коротких внутренних и внешних кодов. 
При этом реализуемые корректирующие свойства оцениваются 
исходя из возможностей каскадного кода в целом. В связи 
с этим основная решаемая в главе задача состоит не только 
в том, чтобы разработать простые алгоритмы декодирования, но 
и в том, чтобы дать подробный анализ реализуемых при этих ал- 
горитмах корректирующих свойств. 

$ 4.1. Описание 
каскадного декодирования 

4.1.1. Общий принципи каекадного декодирования 

Описание каскадного декодирования на функциональном уровне 
было дано в гл. 1. Теперь сузим и детализируем это описание 
для случая линейных каскадных кодов. 

Рассмотрим линейный каскадный код т-го порядка, определяе- 

мый внутренними А; и внешними В,, $=1, т, кодами с заданными 
для них алгоритмами декодирования. 

Целью каскадного декодирования является получение деко- 
дированного слова каскадного кода при помощи комбинирования 
декодирований внутренних и внешних кодов. ~ 

Каскадное декодирование обозначим через Ф и подчиним его 
условию, определяющему общий принцип каскадного денодиро- 
вания. 

Согласно этому условию при декодировании каскадного кода 

порядка т алгоритм ф распадается на т шагов ф,;, #=1, т, 
на каждом из которых как результат декодирования кодами A, 
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и В; получаем информационные символы 7-го блока (или, что то же 

самое, находим кодовое слово {-го внешнего кода В’, т. е. 1,). 

Таким образом, при каскадном декодировании шаг за шагом опре- 

деляем 11, ..., 1. и, следовательно, все вспомогательное слово 7 

(знак — означает, что соответствующее слово получено в результате 

декодирования, вто время как знак /\ будет обозначать, что слово 

подлежит декодированию, например, подлежащее декодированию 

слово $; декодируется кодом В); в слово Т,). 

На первом шаге $, декодированию подлежит принятое слово &, 

представляющее собой переданное кодовое слово а, искаженное 

ошибкой Ё. Обозначая принятое слово & через @& (0), а соответ- 

ствующее ему кодовое слово © и вспомогательное слово 1 через 
а (0) ит (0), имеем & (0)=« (0) 5, 

Tm 
e 

e 
$ 

т (0) = и. |’ 

0 

где & — слово-ошибка. . - 

Каждый столбец &“%(0) слова &(0) представляет собой иска- 

женное ошибкой Ё“ кодовое слово @“”? (0) первого внутреннего 

кода А!. Это значит, что столбцы 8” (0) можно декодировать при 

помощи кода А, и получить столбцы &7 (0). По каждому нестер- 

тому столбцу &“” (0), используя матрицу H,=Go', можно вычи- 

слить элементы 1,,; (стертым столбцам &7 (0) соответствуют стер- 

тые элементы 4,,(0)) и полученное в результате этой операции 

слово 1 = (ва, ...› 11 ь) декодировать первым внешним кодом В;, 

получив в результате кодовое слово этого кода 7, — Gere T1a0°° Ting) 

Для того чтобы Ha BTOPOM Mare }, каскадного декодирования вы- 

полнялись в точности те же самые операции, что и на первом 

шаге, но только вместо кодов А, и В, использовались коды Ази В, 

надо, чтобы исходным (входным) словом второго шага (обозначим. 

его &(1)) было слово, которому соответствует вспомогательное 

слово 1 (1), имеющее вид 

3 
=
 

о
о
о
 
=
>
 

7 (1) = 

о
 

©     
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При этом слово & (1) должно содержать те же самые ошибки, что 
и слово @ (0), т. е. оба они должны принадлежать одному и тому же 
смежному классу. 

Для построения слова @& (1) рассмотрим вспомогательное слово 

0 Ym 

то |= м |, (4. 1) 
11 Uti 

0 0         
которому соответствует кодовое слово каскадного кода 

0 

а (1) =б (1) = (0) | @& 

    C
m
 

>
.
.
.
 

/ 

J 

Добавляя к правой и левой части этого выражения слово-ошибку, 
получаем 

a (1)--§=2(0)+G, 

    C
=
 

©
 

о
.
 

Если в результате декодирования кодами А, и В, блок 1: 
определен правильно, т. е. если 1.=7, то слову а (1)-- согласно 
(4. 1) соответствует вспомогательное слово . _ 

Ym 

71) =} va |= 1(1)- 
0 
0     

Но это значит, что каждый столбец слова а (1)-|-Ё представляет 
собой кодовое слово второго внутреннего кода, искаженное той же 
самой ошибкой #7”, что и слово а“? (0), т. е. а (1) Ё=@ (1). 
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Таким образом, слово & (1), опреде- 0! 
ляемое вместе с блоком 7, на пер- | 

  

    

  

  

        

  

  

    

  

    
  

BOM шаге ф, каскадного декодирова- _ В _. 
ния, представляет собой входное a ’ | I 
(т. е. подлежащее декодированию) ра 
слово на втором шаге ф, каскадного | 
декодирования. Приведенные рассуж- — + - 
дения повторяются без всяких изме- - 72 
нений на каждом следующем, шаге [42 } 
до последнего ф„ шага каскадного ‘ ars 
декодирования, что приводит нас мл. 
к общей схеме каскадного декодиро- [2-1 ; 
вания, показанной на рис. 4.1. _ | 

При этом связь между входными [1 Тя 
словами @ (1—1) и &({) на 1-м и Ez 
(:--1)-м шагах каскадного декодиро- $ 
вания определяется следующим ут- т. . A 
верждением, котороё непосредственно | @ (т-// 
вытекает из приведенных выше рас- 
суждений. — Yn [> 

Утверждение 4.1. Если & (1—1) — —- Fa 
BxXOWHOe COBO “HA i-M mare каскад- 1 [ао 
ного декодирования, а 1, — 1-й блок dexodupo- 
вспомогательного слова 1, найден- 
ный на $-м шаге, то входное слово Рис. 4.1. Блок-схема алго- 
& (1) на (Г--Т)-м шаге каскадного де- ритма’ каскадного декодирова- 
кодирования определяется равенст- ния 
BOM 

0 

0 
а =8(4—1) 6, |1, |=а(—1) а. (4.2) 

10 
0 .     

При этом каждый из столбцов слов & (1—1) и & (1) с одним и 
тем же номером представляет собой кодовое слово соответственно 
кодов А; и А;.1, искаженного одним и тем же сочетанием ошибок. 
Если для каждого столбца каскадного кода используется своя 
кодирующая матрица ((/), то выражение (4. 2) следует заменить 
п, равенствами 

да 8—1) 54» Ты - (4.3) 
Так как на каждом шаге ф; каскадного декодирования возмо- 

жен также и отказ от декодирования, то результатом вычислений 
на 1-м шаге будет либо отказ от дальнейшего декодирования, 
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либо пара 1; и @& (7. Последний случай назовем успешным завер- 
шением #-го шага. Очевидно, что #{-й шаг ф; выполняется лишь при 
успешном завершении (i—1)-ro mara >, ,. Если на каждом шаге 

ф; блок 7; декодирован правильно, т. е. если 1,=1,, #=4, т, 
то слово & (т), полученное на последнем т-м шаге, представляет 
собой сочетание ошибок, искажающих переданное кодовое слово 
а, т. е. & (т)=5. 

  

4.1.2. Составной алгоритм каскадного декодирования 
по расстоянию 

В предыдущем разделе при описании каскадного декодирования 
были отмечены лишь его основные принципиальные особенности. 
Очевидно, что, выбирая различные алгоритмы декодирования 
внутренних и внешних кодов, можно построить различные кон- 
кретные алгоритмы каскадного декодирования. В дальнейшем ог- 
раничимся составным алгоритмом каскадного декодирования, 
когда результат определяется числом исправляемых ошибок или 
вероятностью ошибочного декодирования. В первом случае будем 
говорить о составном алгоритме декодирования по расстоянию, 
а во втором — по вероятности ошибки, обозначая их соответ- 
ственно через ф” (21, 2.,..., 2) и $? (21, 2.,....5)). 

В настоящем разделе опишем составной алгоритм каскадного 
декодирования по расстоянию. Этот алгоритм реализуется как 
последовательность процедур $9 (21), $2 (2), ..., $4 (2). 

Рассмотрим процедуру $? (2,), выполняемую на {-м шаге каскад- 
ного декодирования цо расстоянию. 

1. Каждый столбец &“(1—1) слова &(1—1) декодируется 
-м внутренним кодом А; с исправлением всех ошибок до крат- 
ности {< 4„/2. В результате от слова & (1—1) переходим к слову 
&(i) = (4 (i), & (i), ..., AC") (i), rae &Y)(i)—cnoBo кода А; или 
стирание, если в коде’ А, не нашлось кодового слова, расположен- 
ного от «принятого» слова &“) (1—1) на расстоянии, меньшем, 
чем 4,;/2. | 

2. По словам 8 ($ — 1) m &(i) crpoum Bextop A (i) =(A, (i), A, (i), ... 
..., Аи, (7)), где -. 

a {tarts FW), comm a (EA, 
(= da,/2, ecu &% (i) — стирание. 

3. Для нестертых столбцов &‘7? (1) вычисляем 

= На” (9, (4.4) 
где Н; — подматрица размеров о, Жи, проверочной матрицы Ну, = 
— Со! (см. (2. 10)). 

Вычислив все 41;„ находим слово = (ль 1.» -. Pimps TAC Poy 

либо вычисляется в соответствии с (4.4), либо стирается, если 
столбец &‘7 (1) стерт. 
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4. Для каждого критерия 14) из заданного множества {Т(®, 
TS), ..., ТН}, где Ti<d, ,/2 — неотрицательные целые числа 
и 1%) < ТГ, слово 1, преобразуется в слово 1 = (4,1 (®), 4.2 (К), -.. 
«+++ Peg, (A) THe 

Tey ecan A, (i) < TY; 
1,1 (®)= стирание, если А, (1) > 76. 

Это значит, что символ 41,, остается без изменения, если он стерт 
или если расстояние Хемминга d(&¥ (i — 1), ay (i)) << T!, B mpo- 
тивном случае символ 1;,; стирается. 

В результате получается множество слов Г (1 = {4*}. Отметим, 
что если для различных критериев Г) получаются одинаковые 

слова 4", то во множество Г(Й) включается только одно из них. 
Ясно, что по мере увеличения номера Ё число стертых символов 
не увеличивается, оно может либо уменьшиться, либо остаться 
неизменным (в этом случае PF — PF), 

5. Каждое слово 1* из множества Г(И) декодируется внешним 
кодом В,. В результате декодирования 4{* получаем 1*, которое 
является либо словом кода В,, либо стиранием. Множество всех 
различных слов $* (включая стирание) обозначим через Г (1. 

6. Для каждого нестертого 1* @Г (1) вычисляем числовой пара- 
метр 

nb 
(i, k= Qty (k), 

где 
и d,,—A4,(i), ecnm 1,,521,,(®) и 1, не стерто; 

/ ‚= A, (i), если 1,,=7,,(К) или 1,; — стирание. 

В качестве результата декодирования по процедуре $4 (2,;) выби- 
рается слово 1, =1*, которому соответствует наименьшее значение 
параметра #(4, А). сли нескольким словам 4* соответствует одно 
наименьшее значение параметра #($, А), то отказываемся от даль- 
нейшего декодирования. Заметим, что процедура $$ (2;) завершается 
отказом от декодирования, если при декодировании каждого из 
слов 2*6Г(!) получаем стирание. 

’ 7. После выбора слова 1; вычисляем слово &(7) по формуле 

(i) = 4 (i — 1) + G%,. 
Если все 2, =1,:=1, т, то каждое множество Г (1), #=1, т, 

содержит лишь одно слово. Тогда необходимость определения пара- 
метра #(1, А) по п. 6 процедуры $5 (2;) отпадает. В этом случае 
алгоритм $“ (21, 2, ..., 2„) =48 (1, 1,....1) будем называть про- 
стым алгоритмом каскадного декодирования по расстоянию. 

Введем „теперь множество 6 (Г) ошибок, при наличии которых 
алгоритм $“ (21, 2., ...,2„) До 1-ГО шага включительно будет при- 
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водить к верным решениям, т. е. когда 1,=1, $==1, & В силу 

определения 6 (1) имеют место очевидные включения 

6(1)DE6(2)D... DE(m). (45) 

Таким образом, именно 6 (т) ‘задает те. сочетания ошибок, при 
которых верно декодируется все слово каскадного кода. Кроме 
того, если 6 (1)526 (1-1), то в силу (4.5) блок 1, защищен от 
ошибок лучше, чем блок 1,.1. В дальнейшем будет показано, что 
во многих случаях это именно так. 

Сформулируем теперь необходимые и достаточные` условия, 
при которых некоторое сочетание ошибок & принадлежащее 
6 (1—1), будет принадлежать & (1. 

Лемма 4.1. Для того чтобы при сочетании Ё66(:—1) на 
-м шаге был правильно декодирован блок 1,, т.е. чтобы 66 (1), 
необходимо и достаточно, чтобы при выполнении процедуры $® (2): 
а) множество Г (1) содержало слово 1%—1,; 6) для любого слова 
FEL (i), kAky, aumento место неравенство #($, К) < ЦЬ №. 
Доказательство. Необходимость условия а) следует 

из того, что нельзя выбрать верное слово 1; из множества, в кото- 
ром оно не содержится. Необходимость условия 6) вытекает из 
того, что в случае, когда оно не выполнено, верное слово.7;, даже 
если оно принадлежит Г (1), будет отброшено. Достаточность при- 
веденных условий очевидна. 

4.1.3. Составной алгоритм каскадного декодирования 
по вероятноети 

В настоящем разделе опишем составной алгоритм каскадного де- 
кодирования, отличающийся от рассмотренного в предыдущем 
разделе в основном тем, что в качестве критерия выбора будут 
служить не кратности исправляемых ошибок, а логарифмы апо- 
стериорных вероятностей ошибочного декодирования. Этот ал- 
горитм также реализуется как последовательность процедур 

oP (21), oF (22),. psy YF, (2„). “ 
Рассмотрим процедуру $2 (2;), выполняемую на #м шаге каскад- 

ного декодирования по вероятности. - 

1. Каждый столбец 8“ (1—1) слова &(i—1) декодируется 
i-M внутренним кодом А; в ближайшее кодовое слово или стира- 
ние, если таких слов несколько. В результате от слова &(i — 1} 

переходим к слову &(i)—=(& (i), (i), ..., (8) (i), roe &Y (i) — 
слово кода А; или стирание. 

2. По словам &@(i—1) um @&(1) строим вектор А (1) = (А, (1, 
A, (i), «++. An, (é)), THe . 

A vf, ecnu A (i)\GA, u Wf >0; 

= если %/ < 0 или &“* (1) — стирание, а 
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$1 при &7 (1) 6А; определяется как 

= log, Po (i —1)| 0 о У 2—1) м 
Е 

3. Для нестертых столбцов &“’ (1) вычисляем 

«= Н а“ (8, (4.6) 

где Н; — подматрица размеров а; Х п, проверочной матрицы НЯ. = 
== Go" (cm. (2. 10)). | | 

Вычислив все 4{,„ находим слово 1; = (fa, Pear +> Peng), THE 
7;; либо вычисляется в соответствии с (4.6), либо происходит 

стирание, если столбец a (i) crept. 
4. Для каждого критерия 1$) из заданного множества {Т\*), 

T§),..., TS}, roe 1+ < Е (В) — неотрицательные числа и Г 
«ТТ, слово 1; преобразуется в слово 1* == (9.1 (®), 4.2 (®), ... 
ess 7, (К), где | 

; (k) = вл если А,(1) > Г, 

Vg ‘стирание, если A, (i) < Th. 

Это значит, что символ 4; ; остается без изменения, если он стерт 
или если 

264; 

2чеа(9) (+) 

re ee PEE DLR > Pere a 

в противном случае 1,, стирается. В результате получается мно- 

жество слов Г(й = {4*}. Отметим, что как и при декодировании 
по расстоянию, для различных критериев Г) могут получиться 

одинаковые {*. В этом случае в множество Г (1) включается только 
одно из них. Ясно, что по мере увеличения номера Ё число стер- 
тых символов не уменьшается. 

5. Каждое слово {* из множества Г(1) декодируется внешним 
кодом В;. В результате декодирования 1 получаем 1%, которое 
является либо словом кода В., либо стиранием. Множество всех 

различных слов 1* (включая стирание) обозначим через Г (1). 

6. Для каждого нестертого 1* @Г (7) вычисляем числовой пара- 
метр 

nb 
EW, b= 2 Е, (®), 

=1 

где , 
(Е, (В„:)--^№А,())п„, если 1,,521,,(Ё) и 1;, не стерто; 

Е, (k) =} (Ey (Ray) — ha, (i)n,, если +=, (A); 

Fy (Ras) Ma если 1;,; стерто, 
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а й, >0 — некоторая постоянная, определяемая скоростью пере- 
naan R,,. . 

В качестве результата декодирования по процедуре $? (2;) выби- 
рается слово 1 —=#,, которому соответствует наименьшее значение 
параметра Е ($, К). Если нескольким словам 4 соответствует одно 
наименьшее значение параметра E (i, А), то отказываемся от даль- 
нейшего декодирования. Заметим, что процедура $?(2;) также 3a- 
вершается отказом от декодирования, если при декодировании 

каждого из слов 2*6Г (1) получается стирание. 
7. После выбора слова 7; вычисляем слово &(1) по формуле 

&(1)=&(:—1)-- С.. Если все 2, =1, #—1, т т, то каждое мно- 
жество f (i), i= 1,m, содержит лишь одно слово. Тогда необхо- 
димость определения параметра Ё ($, К) по п. 6 процедуры, фР отпа- 
дает. В этом случае алгоритм ФР (21, 2, ..., 2.) =Р (1, 1,.... 1} 
будем называть простым алгоритмом каскадного декодирования по 

вероятности. Как и при декодировании по расстоянию, в данном 
случае может быть введено множество 6 (1) ошибок, при наличии 
которых алгоритм ФР(2....2„) до i-ro шага включительно будет 

приводить к верным решениям, когда 1, —=1,, $=1, #. В этом 
случае также справедливы включения (4.5) и лемма 4.1 с точ- 
ностью до замены параметров #(1, К) на параметры E (i, К). 

$ 4.2. Возможноети каскадного декодирования по расстоянию 

4.2.1. Ошибки, исправляемые при каскадном декодировании 
по расстоянию 

В разд. 4.1.2 было введено множество ошибок 6(7), такое, что 
при любой ошибке 66 (1) алгоритм $ (21, 2,... 2.) приводит 
к верным решениям до 1-го шага включительно. 

В настоящем разделе введем реализуемое расстояние 4., опре- 
деляемое условием, что любое сочетание ошибок кратности $; < 
< а:[2 принадлежит множеству © (1). Это значит, что 4; представ- 
ляет собой диаметр шара, все внутренние точки которого принад- 
лежат 6 (1. Оценку снизу величины 4; дает следующая теорема. 

‚ Теорема 4.1. Всегда можно выбрать множества критериев 

{Т®, Т®,....Т®}, з=1, ь составного алгоритма $" (2, Za, ...›2т), 
чтобы реализуемое этим алгоритмом до 7-го шага включительно 
кодовое расстояние 4; удовлетворяло неравенству 

dt >d = шт т та, 4. (4.7) 
l<sv<l 

Доказательство теоремы 4.1 вытекает из следующих лемм. 
Лемма *. 2. Пусть истинное число ошибок, внесенных кана- 

лом, #<4,.4;2,|(22,--1) и пусть все 1, $=1, #—1, декодиро- 
ваны правильно, тогда при использовании процедуры $7 (2.) (т. е. при 
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выполнении {-го шага) найдется такое множество критериев {7*), 
Т,..., Г}, что по крайней мере одному из них в множестве Г (й 
будет соответствовать верное слово 1% —7,. Эти значения крите- 
риев Г) определяются равенством 

пр Gat 1 Tk et. (4.8) 

Лемма 4.3. Пусть истинное число ошибок, внесенных кана- 

лом, t<_d,,d,,/2 uw пусть все 1,, з=1, Г—1, декодированы пра- 
вильно, Тогда при использовании процедуры фа (z,) napametp t (i, kp), 

соответствующий верному слову 1% —=1;, и параметр Н(Ь Е), ЕЁ, 
соответствующий любому другому слову 1571т,, удовлетворяют 
неравенствам #( &)<а а 5 (Ь К). 

Доказательство лемм 4.2 и 4.3 приведено в приложениях 
1.4.1 и П.4.2. 
Доказательство теоремы 4.1. Из леммы 4.2 

следует, что на каждом шаге от 1 до { можно так выбрать множе- 

ства критериев {Т(*), Т(®,..., Г}, з=1, Ь что при любом ©0- 
четании ошибок кратности # < а); dy,2,|(22,+-1) выполняется условие 
а) леммы 4.1. Из леммы 4.3 вытекает, что в этом случае будет вы- 
полнено также и условие 6) леммы 4.1. Но это значит, что на всех 
шагах до {1-го шага включительно выполнены необходимые и до- 
статочные условия правильного декодирования, что и доказывает 
теорему 4.1. 

В дальнейшем исследование реализуемых при алгоритме деко- 
дирования $ф° (21, 2.,...,2„) корректирующих свойств каскадных 
кодов будет проводиться в предположении, что множество крите- 
риев {Т(°, Т®,..., Т®} выбирается в соответствии с (4. 8). 

При оценке наибольшей длины исправляемого при каскадном 
декодировании $“ (21, 22, ..., 2) пакета ошибок будем предпола- 
гать, что символы каскадного кода передаются по каналу в с0- 
ответствии с их нумерацией, т. е. сверху вниз и столбец за столб- 
цом. 

Оценим снизу наибольшую длину пакета ошибок [;, такую, 
что любой одиночный пакет ошибок длины {< 1; принадлежит 
множеству 6 (1. 

Теорема 4.2. Пусть 

i = пит [, где (4.9) 

и п, (4,, — 3)/2 — Г —Т{®; если 4», нечетно; 
|= (4, —4)/2 —2а,—2Т® —1, если 4,, четно, 

а Г). определяется равенством (4.8). Тогда при алгоритме каскад- 
ного декодирования $% (21,...,2„) значение [, > 1.



Доказательство теоремы 4.2 опирается на следующие леммы. 
Лемма 4.4. Пусть длина пакета ошибок 

1 < 1, (›), 

где | _ 

1, () =n, (01) +-dye (4.11) 
а у> 1 — натуральное число. Тогда этот пакет ошибок при исполь- 
зовании процедуры $2 (2;) вызовет в любом слове $*Е6Г (1) такое 
число ошибок е, и стираний *,, что 2е,--*, < dv. 

Лемма 4.5. Пусть длина одиночного пакета [< 7; и пусть 

все 1, s==-1, i—1, декодированы правильно, тогда при исполь- 
зовании процедуры $$ (2;) с множеством критериев {7}, выбран- 
ным в соответствии с (4.8), по крайней мере для одного 7 мно- 
жество Г (1) будет содержать верное слово 1 =1;. 

Лемма 4.6. Пусть длина одиночного пакета 

п, (4; —3)/2-- а„-Рь., если 4»; нечетно; 
` 15 | п, (4, —4)/2--24,—1, если 4 четно, (1.12) 

где = —^], и пусть все 1, $=1, #—1, декодированы 

правильно, тогда при использовании процедуры $4 (2;) параметр t (i, №), 
соответствующий верному слову 1% =1,;, и параметр t(i, А), => к, 
соответствующий любому неверному слову 1* =-7.,, удовлетворяют 
неравенству 

ti, ho) <d,dyJ2<t(i, Be (A. 13) 

Доказательство лемм 4.4—4.6 приведено в приложениях П.4.3— 
П.4.5. 

Доказательство теоремы 4.2. Из лемм 4.4 и 
4.5 следует, что если длина пакета ошибок [< (!), то выполняется 
условие а) леммы 4.1 на всех шагах от 1 до $. Из леммы 4.6 выте- 
кает, что на всех шагах до #-го шага включительно выполняется 
условие 6) леммы 4.1. Но это значит, что при 7 < IF выполняются 
необходимые и достаточные условия правильного декодирования 

слов-1,, $5=1, В, что и доказывает теорему 4.2. 
Посмотрим теперь случай, когда одновременно с независимыми 

ошибками имеется у пакетов ошибок с распределением длин 1 

и и=4, у. ‘ 
Ответ на вопрос, в какомслучае набор из указанных у пакетов 

ошибок и $ независимых ошибок принадлежит 6 (1), дается сле- 
дующей теоремой. oe 
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Теорема 4.3. Пусть имеется у пакетов ошибок длины Г®, 

и —1, у, и пусть для каждой пары и и $, $ =1, $ выбрано наи- 

меньшее целое число и,,, такое, что : 

I <I, Pn) = Cnr — 1) Met dae (4.14) 
Тогда любое сочетание ошибок из этих у пакетов при любом их 
расположении и еще из $ независимых ошибок при декодировании 
по алгоритму $* (21,...,2„) принадлежит 6 (1), если 

t< min (4,(6,) 2422, + 1)}, (4. 15) 
где d, (P,) = (а, — 26.) aes (4. 16) 

р Хо, < ды. (447) 
Доказательство теоремы 4.3 опирается на следующие леммы. 

Лемма 4.7. Пусть имеется v пакетов ошибок и { независимых 
ошибок, удовлетворяющих условиям теоремы 4.3, и пусть все Ф,, 

$==1, $—1, декодированы правильно. Тогда’ при использовании 

процедуры $4 (2;) с множеством критериев {7\}, выбранных в соот- 
ветствии с (4. 8), по крайней мерё для одного Т#? множество I (i) 
будет содержать верное слово 1% =1;. 

Лемма 4.8. Пусть имеется у пакетов ошибок и # независимых 
ошибок, удовлетворяющих условиям теоремы 4.3, и пусть все Ф,, 

$=1, #—1, декодированы правильно. Тогда при использовании 

процедуры $5 (2;) параметр #( А), соответствующий верному слову 

1—1,» и параметр #(1, А), К5-Ё, соответствующий любому дру- 
гому слову 1 =-1.,, удовлетворяют неравенствам 

К №) За ы? «К ®. (4, 18) 
Доказательство лемм 4.7 и 4.8 приведено в приложениях П.4.6 
и П.4.7. 

Доказательство теоремы 4.3. Из леммы 4.7 

следует, что выполняется условие а) леммы 4.1 на всех шагах де- 
кодирования от 14 до $. Из леммы 4.8 вытекает, что на всех шагах 

до {-го включительно вытекает также и условие 6) леммы 4.1. 

Но это значит, что выполнены необходимые и достаточные условия 

правильного декодирования 1,, $=1, $, при любом сочетании из 

у пакетов ошибок и # независимых ошибок, удовлетворяющих ус- 

ловиям (4. 15)— (4. 17), что завершает доказательство теоремы 4.3. 

4.2.2. Простой и полный алгоритмы 
каскадного декодирования 

В предыдущем параграфе были получены оценки реализуемых кор- 

ректирующих свойств каскадных кодов при декодировании по 

44 (21, Zq)+++)Z,) для произвольного набора 2» #==1, Ть 1524 < 

91



<t,,+1= [=] --1. Для выяснения того, каковы пределы 

изменения корректирующих свойств при изменении наборов, рас- 

смотрим два крайних случая: (2, =1, #=1, m} u {z,=t,, +4, 

i=1, m}, vr. e. anropnrmar $7(4, 1,...,1) a $7(t,, +4, to +1,... 
sey bam +1). Первый из этих алгоритмов был назван в разд. 4.4.2 
простым. Второй будем называть полным составным алгоритмом, 

Рассмотрим сначала простой алгоритм ф° (1,1,...,1), для ко- 
торого все результаты получаются как очевидные следствия из 
теорем 4.1—4.3. 

Следствие из теоремы 4.1. 

2. 
d, == min {Чыь}. (4. 19) 

Следствие из теоремы 4.2. 

| = min Г, 
(4. 20) 

1<33;<$ 

где 

| (4, —3)/2-Н4,„ если d,, HeyeTHO; 5 on 

’_ | n,(d,, — 4)/2- (44,— 7), если 4,, четно. (4. 21) 

Следствие из теоремы 4.3 

1. 
t <7 min d, (p,). | (4. 22) 

1<5<$ 

Таким образом, из (4. 19)—(4.22) вытекает, что при простом ал- 
горитме $“ (1, 1,..., 4) не более чем на 1/3 снижается доля ис- 
правляемых независимых ошибок как при наличии, так и при от- 
сутствии пакетов ошибок. Что же касается длин исправляемых 
пакетов ошибок, то их оценки незначительно уменьшаются при 
наличии только одиночного пакета ошибок и не меняются при на- 
личии пакетов ошибок и независимых ошибок одновременно. Учи- 
тывая, что декодирование по простому алгоритму $“ (1, 1,.... 
..., 1) проще, чем по составному, простой алгоритм можно рекомендо- 
вать в тех случаях, когда ошибки в основном группируются в па- 
кеты и доля независимых ошибок незначительна. 

Рассмотрим теперь полный алгоритм $4 (tat1, «26, ton t1), 
когда параметры 2; принимают наибольшее возможное значение 
2,=1,;-1. В этом случае критерии 7) принимают все возможные 
значения от 0 до t,,, TAK ITO 

T=0, TH =1,..., WY —=2,-1=4,,, (4. 23) 

и, следовательно, выражение (П.4.6), определяющее наименьшую 
кратность ошибки, при которой на {-ом шаге возможно непра- 
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вильное декодирование слова {,, UpuHuMaet Bu t=d,, (t,,4-1)+ 

-е„; (4, — 2; — 2). Подставляя вместо {„; его значение, получаем 

d,,2;,/2, если 4; четно; 

a | d,d,;/2-+-d,,/2— es, если 4„; нечетно. 

Так как должно выполняться условие 2е‚; < 4», то в качестве 
нижней оценки # для всех 4; (как четных, так и нечетных) полу- 
чаем t=d,,d,,/2. 

Таким образом, для полного составного алгоритма $“ (&.- 
--1,..., »-Е1) равенство (4.7) из теоремы 4.1 заменяется равен- 
ством 

4%) = min ({d,,d,,}. (4. 24) 
1<8<$ 

Для одиночного пакета ошибок в качестве следствия из теоремы 
4.2 получаем 

Lo — = min Us 
(4. 25) 

1<:<$ 

где 

Ё Ng (d,, — 3)/2 + das + bags если Ay нечетно, 426 

aan Na (d,, — 4)[2 + 24, — 1, если dy четно. ( ° ) 

Наконец,. в качестве следствия из теоремы 4.3 с учетом (4. 23) 
имеем 

4. 
t <z mind, (p,). (4. 27) 

15:25 

Из выражений (4. 24)—(4. 27) следует, что, улучшение реализуе- 
мых при полном составном алгоритме $“ (#1-1, ...,-йм-Е1) 
корректирующих свойств каскадного кода по сравнению с тем, что 
имеет место при простом алгоритме $" (1,1,..., 1), касается в ос- 
новном исправления независимых ошибок как при наличии, так 
и при отсутствии пакетов ошибок. Следует также отметить, что при 
исправлении независимых ошибок при отсутствии пакетов оши- 
бок алгоритм $° (Е.-1,...,&„--4) полностью реализует нижнюю 
оценку кодового расстояния каскадного кода. 

4.2.3. Эффективное декодирование 
при сложном характере ошибок 

Многие реальные каналы связи имеют сложный характер оши- 
бок, при котором кодовые слова могут быть поражены как неза- 
висимыми ошибками, так и пакетами ошибок, а также сочетанием 
пакетов ошибок с независимыми ошибками. 

Обычно в теории помехоустойчивого кодирования (за редким 
исключением) исследуются корректирующие свойства кодов, пред- 
назначенных для исправления либо только одиночного пакета 
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ошибок, либо только независимых ошибок. Для согласования 
теории с практикой каналы с группирующимися ошибками пыта- 
ются превратить в каналы с независимыми ошибками посредством 
разнесения по времени символов кодового слова (так называемое 
чередование позиций или декорреляция ошибок). 

Однако более привлекательно иметь код, который эффективно 
исправлял бы независимые ошибки, пакеты ошибок и те и другие 
одновременно. Кроме того, так как декодер, как правило, не имеет 
информации относительно характера имевших место в канале 
ошибок при передаче данного кодового слова, то естественно тре- 
бовать, чтобы все эти корректирующие свойства кода реализова- 
лись одним и тем же алгоритмом декодирования. Отметим, что 
в теории кодирования, к сожалению, о таких универсальных ко- 
дах и алгоритмах декодирования не было известно. В то же время 
из теорем 4. 1 uw 4.2 u ocobenno 4.3 следует, что реализуемые алго- 
ритмом $‘ (2, ..., 2) корректирующие свойства каскадного 
кода весьма универсальны. 

Действительно, рассмотрение следующих примеров показы- 
вает, что богатые возможности в этом направлении открывают 
именно каскадные коды, которые мы будем сравнивать с лучшими 
двоичными блочными кодами, предназначенными для исправле- 
ния некотброго определенного типа ошибок, построенными в со- 
ответствии с р6комендациями книги Питерсона, Уэлдона [415]. 

Рассмотрим передачу информации блоками длины п=1024 по 
каналу, который может находиться в одном из четырех случайно 
возникающих состояний. При этом, чтобы обеспечить необходи- 
мую верность передачи, надо исправлять в зависимости от состоя- 
ния следующие типы ошибок: в первом — все независимые ошибки 
кратности # < 63; во втором — одиночный пакет ошибок длиной 
lL < 243; в третьем — два пакета ошибок (один длиной Ко < 90, 
другой длиной [2 < 50 и еще независимые ошибки кратности 

{ < 25; в четвертом — четыре пакета ошибок длины [® < 50, 

и=1, 4, и еще независимые ошибки кратности # < 7. Допустим. 
что кодеру и декодеру до передачи соответствующего блока’ со- 
общают, в каком из четырех состояний будет находиться канал. 
Тогда для каждого состояния можно выбрать лучший из извест- 
ных кодов с соответствующей процедурой декодирования. При 
этом ограничимся циклическими кодами БЧХ. Тогда для первого 
состояния лучшим будет код БЧХ с параметрами п=1024, k= 
=453 (А=0,442) и 4=128. 

Во втором состоянии можно использовать код Файра с пара- 
метрами п=1024, &=296 (А=0,239), но лучше использовать код 
Рида—Соломона над полем СЕ (28) длины п=128 с 4=65, т. е. 
двоичный код с параметрами n=1024, k=512 (R=0,5). 

Вт третьем состоянии можно использовать коды БЧХ с пара- 
метрами n=1024; k=133 (R=0,130) и а > 256, но лучше исполь- 
зовать код РС над полем СР (23) длины п= = 128 c d=95, T. e. двоич- 
ный код с параметрами п=4024, к=275 (В=0,269). 
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В четвертом состоянии можно использовать код БЧХ с пара- 
метрами и=41024, к=123 (В=0,120) и а=342, но лучше использо- 
вать код РС над полем СЁ (23) длины n= 128 с 4=79, т. е. двоич- 
ный код с параметрами п= 1024, k=400 (R=0,391). 

Полагая, что состояние канала заранее не известно, будем во 
всех случаях использовать каскадный код первого порядка с вну- 
тренним кодом (8,7) 4,=2 и внешним удлиненным кодом РС над 
полем СЁ (27) с п,=128, 4, =64 и Ё,=65, т.е. двоичный код с па- 
раметрами п=1024, =45о (В=0444), 4 > 128. При этом в ка- 
честве алгоритма декодирования будем использовать алгоритм 
ф? (1), который для 4.=2 является одновременно и простым и 
‘полным. 

Тогда, как следует из теоремы 4.1, будут исправляться все 
ошибки кратности $ < 63. Из теоремы '4.2 вытекает, что тот же 
код © тем же алгоритмом декодирования исправит все ошибки во 
втором состоянии, а из теоремы 4.3 получаем, что ошибки в третьем 
и четвертом состояниях также будут исправлены. 

В силу того что используемый код и алгоритм декодирования 
не меняются, приходим к выводу, что выбранный каскадный код 
обладает для данного канала (с четырьмя состояниями) универ- 
сальными корректирующими свойствами. При этом такая универ- 
сальность достигается не за счет потери скорости передачи, а, нао- 
борот, при выигрыше в скорости передачи в трех из четырех воз- 
можных состояниях канала (первом, третьем и четвертом). При- 
чем если во втором состоянии канала использовать код Файра, то 
каскадный код и в этом случае выигрывает в скорости передачи. 

В качестве второго примера рассмотрим каскадный код треть- 
его порядка (т=3) с параметрами п=1023; &=185; п, =31, п,= 
—=33, аа=а.=а:=5, b,=4, b,=14, ф.=19. В качестве внутренних 
выберем коды БЧХ: пёрвый код (31,15) с 4а1=8; второй код (31,10) 
с 4,.=12; третий код (31,5) с 4,з3=16. В качестве внешних выберем 
удлиненные коды РС: первый код (33,4) с dy = 90; второй код 
(33,14) с а,›=20; третий код (38,19) с 4з=15. 

Для кодового расстояния каскадного кода получаем оценку 
а > ша {16.15; 12.20; 8.30}=240. 

” Используем полный алгоритм каскадного декодирования 
4? (4, 6, 8). Тогда согласно (4. 24) для реализуемого кодового 

расстояния 4,, i=1, 3, получаем 4® — di’? —d” — 240, так что 
этот каскадный код при использовании полного алгоритма деко- 
дирования может исправить все независимые ошибки, кратность 
которых ¢ < 119. 

Наилучший из кодов БЧХ длины п=1023 с такой же коррек- 
тирующей способностью имеет несколько меньшее число инфор- 
мационных символов (182 вместо 185). 

В соответствии с (4. 25) и (4. 26) для наибольшей длины ис- 
правляемого одиночного пакета ошибок получаем Ин) =422, 
Ин) =271, И=)=217. Заметим, что код Файра с такой же скоростью 
передачи исправляет одиночный пакет ошибок длины 1< 280. 

95



Ecuu Bo3HuKalT [Ba Maketa omuoox qumaH 1’=75 a 1 =40, 
то в соответствии с теоремой 4.3 имеем 

011 =4, Vis=2, 1==6, 4: (01) =18.8 = А, 

vim о рб de (pq) = 18-12 = 112, 
Vg, == 3, 932==2, pg=5, dg (pg)== 5-16 = 80. 

Приведенные результаты означают, что: 

а) при независимых ошибках все информационные символы 

защищены одинаково, причем исправляются любые ошибки крат- 

ности $ <119; 
6) двадцать информационных символов, расположенных в бло- 

Ke Y,, защищены от одиночного пакета длины от 272 до 244. 

Девяносто информационных символов, расположенных в блоках 

11 и Та, защищены от одиночного пакета длины от 248 до 271, и 
все информационные символы защищены от одиночного пакета 

длины не более 247; 
в) если имеют место два пакета ошибок длины Г! < 75 и 

[2 < 40, то двадцать информационных символов в блоке 1, за- 
щищены от этих пакетов и дополнительных независимых ошибок 
кратности до 74. Девяносто информационных символов в блоках 
11 и 7. защищены от этих пакетов и дополнительных независимых 
ошибок кратности до 55, и все информационные символы защи- 
щены от’ этих пакетов и дополнительных независимых ошибок 
кратности до 40. 

Следует отметить, что неизвестны примеры других некаскад- 
ных кодов той же длины и скорости передачи, которые при неиз- 
менном алгоритме декодирования могли бы исправлять независи- 
мые ошибки кратности $ < 119, одиночный пакет ошибок длины 
1 < 211 и совокупность из двух пакетов ошибок длины 75 и 40 и 
независимых ошибок кратности $ < 40. Это обстоятельство еще раз 
свидетельствует об универсальности каскадных кодов и алгоритма 
декодирования $° (2\,...,2„) применительно к каналам со слож- 
ным характером ошибок. 

Кроме того, приведенный пример наглядно показывает, что. 
при каскадном декодировании только в каналах с независимыми 
ошибками можно говорить о равной защите информационных 
символов, что следует также и из общего анализа теорем 4.1`— 

В каналах со сложным характером ошибок для каскадных ко- 
дов порядка т > 1 мы всегда имеем случай неравной защиты ин- 
формационных символов. " 

Особенно наглядно универсальность каскадных кодов в кана- 
лах со сложным характером ошибок проявляется при рассмотре- 
нии асимптотических (п -»> с) корректирующих свойства этих 
кодов. Действительно, если п -> со (п, > со, п, -> со), то при ис- 
пользовании полного алгоритма каскадного декодирования по рас- 
стоянию (при условии, что 4,;4; > а, ‹.14, 1) Из теорем 4.1 — 
4.3 получаем 

96



  

1 

=== попь — > °вВ Spr (Rei) (1 — Пн), (4. 28) 

1 id, 1 tapas (l— Ry) (4.29) 

th (а; [\__ 1 L; 
Е (НР) Bor (Rye) (5 (1 — Ba №). (4. 30) 

В этих выражениях &,, [., & соответственно наибольшая крат- 
ность независимых ошибок при отсутствии пакетов ошибок, наи- 
большая длина одиночного пакета ошибок и наибольшая крат- 
ность независимых ошибок при наличии любого числа пакетов 
ошибок суммарной длины [., от которых защищены информа- 

ционные символы, расположенные в первых 7,, S=1, &, блоках. 
Равенства (4. 28) и (4. 29) являются частными случаями (4. 30). 
Так, формула (4. 28) получается из (4. 30) при С:.=0, а формула 
(4. 59) — из (4. 30) при &=0. Отсюда, в частности, следует, что 
определяемая выражением (4. 29) величина [, может трактоваться 
как наибольшая суммарная длина любого числа пакетов ошибок 
(при отсутствии независимых ошибок), от которых защищены ин- 

формационные символы, расположенные в блоках Т,, $=1, 

$ 4.3. Возможности каскадного декодирования 
по вероятности 

4.3.1. Оценка вероятности неправильного декодирования 

В дальнейшем при рассмотрении каскадного декодирования будем 
считать, что все слова каскадного кода передаются с одной и 
той же вероятностью и что двоичные символы передаются до ДСК 
без памяти с вероятностью трансформации символа, равной &. 

Пусть принятое слово каскадного кода декодируется по алго- 
ритму $? (21,..., 2„), описанному в разд. 4.1.3, и пусть на пер- 
вых (1—1)-х шагах декодирование закончилось правильно. Оце- 
ним при этих условиях экспоненту Ё; вероятности неправильного 
декодирования на #-м шаге, т. е. при использовании процедуры 

фР (2). 
Обозначим через О(#) событие, состоящее в том, что в }-м столбце 

«принятым» на #-м шаге декодирования окажется слово &“” (1—1) 
(см. разд. 4.11) при условии, что на первых (1—1)-х шагах декоди- 
рование закончилось правильно. Событию 0(/) поставим в со- 
ответствие параметр 

F(S) = (E,(R,;) — №) п, (4.31) 
где Ё, (В„;) — экспонента вероятности ошибки при декодирова- 
нии кода А, по минимуму расстояния, й;, > 0 — ‚некоторый коэф- 
фициент, зависящий от скорости передачи Ri; 

f= log, Pari —1)[e@) >, pat —tyla ‚ (4.32) 
хе4А; 

и) 
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a'J) (i) — «переданное» слово кода A,, расположенное в j-M 
$ 

столбце. 
Обозначим через р; сложное событие, состоящее в том, что для 

каждого ], }=1, п,, имеет место событие О). Событию ДР, поставим 
в соответствие параметр 

=> F(A), (4. 33) 

где Р(7) определяется в соответствии с (4. 31). Тогда справедливо 
следующее утверждение. 

Утверждение 4.2. Вероятность того, что имеет место событие 
Р., оценивается как 

P(D,) << 2-4. (4. 34) 

Доказательство утверждения 4. 2 опирается на следующие леммы. 
Лемма 4.9. Пусть в }-м столбце передано слово “7? (1), а при- 

нято слово a) (i — 1). Пусть в результате декодирования выдается 
слово &‘7? (1), если для него выполняется условие 

log, | P(a (i — 1) [a (i) У Р(&((—1|2)|>уп» (4.35) 

> ина) 

где у; > 0 — числовой параметр, и выдается стирание, если это 
условие не выполняется ни для одного слова кода А;. Тогда ве- 
роятность стирания Р., и вероятность ошибки Р.т, т. e. a) (== 
а” (1), оценивается ‘сверху как _. 

Р., < отв Fa Pas) — her) Pon < g-na(Fo(Rat)+ here) (4. 36) 

где й; >0 — тот же числовой параметр, что и в (4. 34). 
Лемма 4.9 доказывается в приложении П.4.8 и используется 

при доказательстве леммы 4.10. 
Лемма 4.10. Вероятность того, что в }-м столбце имеет место 

событие 0(/), оценивается сверху как 

P(DID) <2, (4. 37) 

Доказательство леммы 4.10 приведено в приложении П.4.9. 
Доказательство утверждения 4.2. Собы- 

тие р; по определению заключается в одновременном осуществле- 

нии событий D(A, j=1, n,, 1. e. Ds= П ВР. Так как канал по 
j=1 

условию без памяти, а код А; — линейный, то 0?) — независимые . 
события, следовательно, 

Р(Р)= п P(DY). (4, 38) 
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Подставляя (4. 37) в (4. 38) и учитывая (4. 33), получаем доказа- 
тельство утверждения 4.2. 

Следствие из утверждения 4.2. Вероятность 
Р ();) того, что будет «принято» слово & (1—1), которому соответ- 

ствует параметр РЁ; > п (1— —В„:) Е, (В„;), оценивается сверху как 

P(D)< < < ori < g-" (1-Н5+) Е, (Rai) . - (4. 39) 

Оценку для экспоненты Ё; получаем из следующей теоремы. 
Теорема 4.4. Всегда можно выбрать множество критериев 

{1%), Т9,..., Г®} составного алгоритма $? (2,..., 2„) так, 
чтобы резлизуемая процедурой $? (2;) экспонента вероятности не- 
правильного декодирования Ё; при условии, что на предшествую- 
щих $—41 шагах декодирование закончилось правильно, удовлет- 
воряла неравенству 

Ey, > Ey(R,:) (1 — Ry) 22,/(22, + 1). (4. 40) 

Доказательство теоремы вытекает из следующих лемм, дока- 
занных в приложениях П.4.10 и П.4.11. 

Лемма 4.11. Пусть для «принятого» слова & (1—1) ‘значение 
параметра ЁР,, определяемого в соответствии с (4. 33), удовлетво- 
ряет условию 

Р; < пЕо(Ви:) (1 — Вы) 22,(22,-- 1), (4. 41) 

и пусть все 1,, s=1, i—1, декодированы правильно, тогда при 
использовании процедуры 4? (2;) найдется такое множество крите- 
риев {ТЁ’, Г$’,..., Г;?}, что по крайней мере одному из них — 
Те’ в множестве ГО будет соответствовать верное слово 1% —=1,. 
Соответствующие значения Г» определяются равенством 

Py) = Ey (R,;) (24 — 1)(h, (22; +- 1)). | (4, 42) 

Лемма 4.12. Пусть для «принятого» слова & (1—1) значение 
параметра Ё, удовлетворяет условию РЁ; < пЁЕ,(В„;)(1— В„,), и пусть 

все 1, $5=1, —1, декодированы правильно, тогда при использо- 
вании процедуры be (z;) параметр ЕВ (+, №), соответствующий Bep- 
ному слову, и параметр Е(ь К), Е-2 К, соответствующий любому 
другому слову 1“ >21, удовлетворяют неравенствам 

E (i, ko) <n, (Ra:) (1 — Ry) SE (i, 4). (4. 43) 

Доказательство теоремы 4.4. Из леммы 4.11 следует, 
что в условиях теоремы 4.4 на 1-м шаге декодирования множе- 
ство Г(1) будет содержать верное слово 1* ®—=1;. Из леммы 4.12 
следует, что в соответствии © процедурой $2(з,) (см. п. 6 про- 
педуры $2 (2,;)) именно это слово будет выдано в качестве результата 
декодирования, что и доказывает справедливость теоремы 4.4. 

Непосредственно из утверждения 4.2, следствия из него и тео- 
ремы 4.4 вытекает следующее утверждение. 
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Утверждение 4.3. Экспонента вероятности неправильного 
декодирования Ё, до {1-го шага включительно удовлетворяет 
неравенству 

(И) -— т} 
Е; 2 Ee = {Ey (Fs) (1 — R,.) 25,/(22, + 1)} (1 + o(1)), (4. 44) 

<:<$ 

где Ен) — нижняя оценка экспоненты вероятности неправильного 
декодирования до 1-го шага включительно. 

4.3.2. Анализ реализуемой экспоненты 
вероятности неправильного декодирования 

Из утверждения 4.3 следует, что нижняя оценка Е‘? (А, т) эк- 
споненты вероятности неправильного декодирования для всех 
информационных символов каскадного кода (1=т и Е’ (В, т) = 
=F‘) определяется выражением Е“) (В, т) = п (Е, (В) Ж 

$ 

x (14 — R,;) (22,/(22, + 1)+4+0(1)}. Orciona upw moo uU 2;—> © 
получаем 

E® (R, т) = пит (Е, (В) (1 — Вы}. (4.45) 
Таким образом, нижняя оценка экспоненты вероятности непра- 
вильного декодирования структурно совпадает с введенной в гл. 2 
(см. (2. 26)) и подробно изученной в гл. 3 нижней оценкой кодового 
расстояния каскадного кода. Поэтому исследование Е“’ (В, т) 
для каскадных кодов произвольного порядка производится точно 
так же, как и исследование нижней оценки кодового расстояния. 
Учитывая это обстоятельство, опустим при рассмотрении Е“ (В, 
т) ряд деталей, подробно обсуждавшихся в гл. 3. В случае рав- 
ной защиты всех информационных символов, Что соответствует 
условию Ву (В„;)(1—В,)=Е“ (В, т), +=1, т, после преобразо- 
ваний, аналогичных проведенным в гл. 3, получаем 

E™ (А, т) — (Ra — n> (Ras — В, $41) (Во (А„з)], (4. 46) 

т 

где В= (В, — Ba, ia) В, В. пи==0. Так же, каки в гл. 3, 
i=l 

для каскадного кода порядка т можно выбирать оптимальные зна- 
чения В„;, т. е. определять такую структуру каскадного кода, ко- 
торая максимизирует ЕЁ“? (А, т). Учитывая полную аналогию 
в исследовании величин Е“? (В, т) и 5" (В, т), из множества 
различных ‘вариантов ограничений, налагаемых на структуру 
каскадного кода и рассмотренных в гл. 3 при т >11, остано- 
вимся лишь на одном практически наиболее интересном случае, 
когда R,,=R,, (m—i+1)/m. Подставляя это выражение для В„; 
в (4. 46), получаем 

E™ (R, m)= 

= max {m(Ry— P| [Ва (ЕВа (т =i + tyimyy |}. (4, 47) 
Ray 
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    a   
Рис. 4.2. Экспонента вероятности неправильного каскадного декодирования 
обобщенного каскадного кода в ДСК без памяти с вероятностью ошибки 
в символе ==0,04 . 

При т — со, повторяя рассуждения, проведенные в гл. 3 для ко- 
дов бесконечного порядка структуры А, получаем: для структуры, 
максимизирующей нижнюю оценку экспоненты вероятности не- 
правильного декодирования: у=1—Е“"? (В, oo)/E, (x), rae - 

Xo 

R= | уах =. — Е"? (В, с) 
0 0 

я 

( ах 
Eo (2) E™ (R, 00) = Eo (2p). 

‚® Результаты соответствующих расчетов для т=1, 2, ди ‘со 
при вероятности трансформации каждого из передаваемых двоич- 
ных символов, равной ==0,01, приведены в табл. 4.1 и на рис. 4.2. 

Таблица 4.1 
  

  

  

              

m= 1 m=2 m=5 | т —= © 

в |Еюм(в,й в |Е® (в? R leo er, 5) в |E®(R, 0) 

0,0000 1,1645 0,0000 | 1,1645 0,0000 1,1645 0,00C0 1,1645 
0,0222 0,5724 0,0490 | 0,6423 0,0175 0,6925 0,0158 0.7358 
0,0670 0,3761 0,0580 | 0,4540 0,0522 0,5150 0,0437 0,5655 
0,1293 | 0,2506 0,4436 | 0,3250 0,1017 0,3881 0,0927 0,4405 
0,2467 0,1549 0,1926 | 0,2194 0,2172 0,2303 0,1533 0,3382 
0,3387 0,0769 0,3094 | 0,1234 0,3446 0,1298 0,2428 0,2382 
0,4725 0,0302 0,4495 | 0,0538 0,4954 0,0570 0,3696 0,1420 
0,6018 0,0096 0,5897 | 0,0183 0,6455 0,0182 0,5198 0,0682 
0,7424 0,0015 0,7394 | 0,0030 0,7291 0,0069 0,6894 0,0209 
0,8146 0,0003 0,8899 | 0,00004 1 0,8403 0,0045 0,8740 0,0006 
0,9192 0,0000 0,9492 | 0,0000 0,9192 0,0000 0,9192 0,0000     

Отсюда непосредственно следует, что при всех т нижняя оценка: 
вероятности неправильного декодирования Е"? (В, т) существенно 
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уступает оценке Галлагера Е, (В) и по мере увеличения т быстро 
приближается к значению Е’ (В, со). 

Исследование вопросов неравной’ защиты информационных 
символов осуществляется точно так же, каки в $3.5 гл. 3 при 
анализе уровней защиты каскадных кодов НЗ. Аналогичные 
результаты проиллюстрируем лишь на одном примере каскадного 
кода бесконечного порядка, когда символы, соответствующие 
значениям 2: 1,313 34и1:0< т х,, защищены с экспонентой 
вероятности неправильного декодирования, нижняя оценка ко- 
торой соответственно paBHa HO) и Е“) < раю. 

В этом случае структура каскадного кода определяется равен- 
ствами у—1 — 21"/Е, (т) при т, <т<&, у=1 — Е" / Е, (5) 
при О<т<гт,. Связь А? и R® с величинами ЕЧ® и Е@® за- 
дается соотношениями 

  

Xo a, . 

ди du Qo» — » — Far) 2) any ( _ a R =2—4,—Е J Ео (и) ’ В —=4,—В | Eo (u) ’ 
1 

где Е" — E,(2,). Tipu stom cxopocts nepenauu R=RY + R®,



Глава 5 

СЛУЧАЙНЫЕ КАСКАДНЫЕ КОДЫ 

  

- 

В предшествующих главах были исследованы конструктивно 
достижимые корректирующие свойства, т. е. возможность по- 
строения каскадных кодов непереборным методом с наилучшими 
корректирующими свойствами, и реализуемые корректирующие 
свойства при каскадном декодировании. К сожалению, нет обос- 
нованных надежд, что эти эффективно получаемые оценки кор- 
ректирующих свойств в большинстве исследованных случаев 
могут быть улучшены. Поэтому значительный теоретический ин- 
терес представляет ибследование предельных потенциальных воз- 
можностей каскадных кодов, т. е. когда нет ограничений на слож- 
ность построения и декодирования. 

В теории помехоустойчивого кодирования обычно потенциаль- 
ные возможности того или иного класса кодов выясняются при ис- 
следовании всех кодов из данного класса. Для этого на всем 
классе кодов задается некоторое распределение вероятностей, 
т. е. строится ансамбль, выясняются средние по классу. коррек- 
тирующие свойства. Очевидно, что потенциальные корректирую- 
щие свойства лучших кодов не хуже средних по ансамблю. Успех 
такого метода для частных классов кодов определяется удачным 
выбором ансамбля, т. е. ограничений на класс кодов и распреде- 
ления вероятностей на нем. 

В настоящей главе разработаем методику построения и ис- 
следования ансамблей каскадных кодов различного порядка. Эта 
методика связана с решением следующих задач: 

разработкой различных ансамблей случайных каскадных ко- 
дов; 

построением и исследованием систем вложенных кодов, кото- 
рые будут использоваться в качестве внутренних кодов в ан- 
самблях каскадных кодов; 

исследованием свойств случайных 4-чных кодов и случайных 
кодов РС, используемых в качестве внешних кодов; 

разработкой методики построения производящих функций 
средних весов кодовых слов в ансамблях каскадных кодов; 

разработкой способов оценки среднего по ансамблю кодового 
расстояния каскадного кбда; 

исследованием ограничений на скорости передачи внутренних 
и внешних кодов, при выполнении которых в ансамбле существуют 
коды, удовлетворяющие границе ВГ; 

определением условий, при которых средний по ансамблю 
спектр весов слов каскадных кодов позволяет утверждать, что 
существуют каскадные коды с лучшей из известных экспонентой 
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вероятности ошибки при декодировании по максимуму правдо- 
подобия; 

сравнением потенциальных и реализуемых при каскадном де- 
кодировании корректирующих свойств. 

‚ Все эти результаты и некоторые другие будут получены в на- 
стоящей главе. 

$5.1. Ансамбли каскадных кодов 

5.1.1. Случайные линейные блочные коды 

Рассмотрим некоторое множество линейных блочных кодов длины 
п над полем СР (4) с одинаковой для всех кодов скоростью пере- 
дачи А. Если на множестве этих кодов задано распределение ве- 
роятностей, то оно образует ансамбль линейных блочных кодов. 

Код, выбираемый из ансамбля с соответствующей этому коду 
вероятностью, будем называть случайным кодом. 
2 Рассмотрим все 4-чные слова длины п и веса и, общее число 
которых равно В (ш)=(91—1)”С“, перенумеруем их в некотором 
порядке и выделим вполне определенное слово с номером k= 

—=1, В (№1). После этого выберем из ансамбля случайный код и 
обозначим через Р, (и) — вероятность того, что выделенное k-e 
слово веса и является кодовым словом этого случайно выбранного 
кода. Тогда при равномерном распределении случайных кодов 
среднее по ансамблю (т. е. приходящееся на каждый случайный 
код) число кодовых слов М (17) веса и определяется равенством 
(см. приложение П.5.1) 

B(w) 

N (w) = > Р, (и). (5.1) 

Соотношение (5. 1) определяет (при известных Р, (и)) средний по 
ансамблю спектр весов случайного кода. 

Обозначим через 1/1 (и) среднее число ненулевых кодовых слов 
случайного кода, вес которых не превосходит и. Тогда 

М (#) = > М (5), | (5.2) 

и если для некоторого #=и5 величина М (п5) < 1, то это означает, 
что среди кодов, образующих ансамбль, есть такие, которые не 
содержат кодовых слов веса, меньшего или равного 75. В силу ли- 
нейности кодов это в свою очередь означает, что в ансамбле име- 
ются‘коды, кодовое расстояние которых превосходит величину п5. 

Очевидно, что М (п5) является верхней оценкой вероятности 
того, что кодовое расстояние 4 случайного кода не превосходит 
величины пб, т. е. 

nd 

P(d<nd)< M(nd3) = > М (№). (5.3) 
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Если правая часть (5. 3) больше или равна единице, то оценка 

оказывается тривиальной, если же она меньше единицы, то это 
гарантирует существование в ансамбле кодов с кодовым расстоя- 
нием 4 > п. 

5.1.2. Оценки кодового расстояния и спектра весов 
случайных кодов 

Для оценки сверху среднего спектра весов № (1) и вероятности 
Р (а< пб) используем производящую функцию .ф (2) среднего 
числа ненулевых кодовых слов веса ш#, содержащихся в случай- 
ном коде из данного ансамбля. Так как 

= Мг, 5. 4) 

то при любом 2: О%2<1{ и ш_>1 справедливо неравенство 
#2 п 

№ (№) =" < М (№) =" < x N(Qv)2< > № (*) ==$(2) и, следова- 

тельно, 7 — 

№ (г) < М (№6) < inf (9(z)/2”}. (5.5) 
0<2<1 

Для многих представляющих интерес ансамблей точное опре- 
деление производящей функции (5.4) является либо слишком 
сложным, либо практически невозможным. Однако почти во всех 
случаях удается сравнительно просто найти верхнюю оценку 
производящей функции, т. е. указать такую функцию $ (2) с не- 
отрицательными при 2’ коэффициентами, что для всех $5>0 
ф (2) < Т (2). Тогда приведенную выше верхнюю оценку для М (и?) 
можно заменить соотношением 

№ (0) < М (0) < inf ( (3)/2"}. (5.6) 
. 0<2<1 

Обозначим через 6* (2) такое наибольшее значение $8, что при 
w=n6* правая часть (5. 6) обращается в единицу, тогда, учиты- 
вая: (5. 3) и что Р (4 < пб) возрастает с увеличением 6, прихо- 
дим к выводу, что для любого е >0.Р{4< п (5* (В)—=)} < 1. 
Но, как уже отмечалось выше, это значит, что среди кодов, обра- 
зующих -данный ансамбль, есть такие, кодовое расстояние кото- 
рых 4 >п (5* (В)—=). Так как = > 0 может выбираться сколь 
Угодно малым, то величина 6* (А) представляет собой границу за- 
ведомо достижимого для случайпых кодов из рассматриваемого 
ансамбля отпошения 4/т=6 (А). Эту граппцу, определяемую ра- 
венством 

нЕ (1 (2),5" 5") } = 1, „ (5.7) 
0<:<1 

будем называть нижней границей величины 6 (А) для случайных: 
линейных кодов. Случайные коды, для которых а > п (5* (В)— 
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г), будем называть «хорошими», а коды, для KoTOpHx d< 
< п (5* (В)—=), — «плохими». При этом доля Ё «плохих» кодов 
определяется очевидным равенством 

= Р{а < п (8*-—=)}. (5.8) 
Перейдем к рассмотрению спектра весов, характеризуемого числом 
кодовых слов веса ш, содержащихся в случайном коде. Верхняя 
оценка № (ш) определяется следующим утверждением, доказа- 
тельство которого приведено в приложении П.5.2. 

Утверждение 5.1. Среди случайных линейных кодов над полем 
СЕ (4) при п -> с существуют коды со спектром весов 

N (w)=0 при 1<и<5 п (6* —е), 

№) <) М (и) при п") ши <», 
где 5* — граница достижимого для данного ансамбля отношения 
d/n, af (n) — функция, возрастающая не быстрее степенной, с по- 
казателем степени k >> 1, т. е. } (п) < Ап”. 

Спектр весов, удовлетворяющий условию (5. 9), будем называть 
«хорошим». 

В заключение отметим, что в ‚ряде случаев (с ними мы столк- 
немся при исследовании случайных каскадных кодов) произ- 
водящая функция Ф (2) (или ее оценка Ф (2)) представляет собой 

к 

(5.9) 

сумму функций Ф (2) = >, (=), каждая из которых имеет вид 
8—1 

$, (2) = & N,(v)2", N,(w) > 0 

Тогда, очевидно, имеем М (№) = x N,(w), и если для каждого 

М№, (и) найдем верхнюю оценку м. , (w)< < int {$ (2)/2*}, то выраже- 

ние (5.5) заменится выражением 
Е 

N(w) <M (w) < 2 им {$, (1). (5. 10) 
Заменяя W Ha 6, получаем 

k 

Pd< nb) < M(nd)< 2d inf inf Ae (2)/2"). (5. 11) 

IIpu этом, int {$(z)/2") = inf г [5 >», (в): >> int {9,(2)/2"}, 

так что в том г елучае оценка (5. 0) оказывается лучше оценки (5.5). 

5.1.3. Ансамбли каекадных кодов заданной структуры 

Напомним, что линейные двоичные каскадные коды заданной струк- 
туры, которая характеризуется порядком каскадного кода т и вели- 

чинами R,,, R,,, #{=1, т, определяются набором, из п, невыро- 
at? 
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жденных двоичных матриц С(7 (или Н(), 1 =1, п,, порядка п, 
и т, линейными над полем СЕ (24%) внешними кодами (п,, 6,), 

1—1, т. ~ 

Поэтому ансамбли каскадных кодов заданной структуры можно 
строить, выбирая случайно хотя бы одну из матриц ('/) или хотя бы 
один из внешних кодов (п,, 6;). При этом очевидна возможность 
построения весьма разнообразных по своему характеру ансамблей 
каскадных кодов. Существенно сузим класс таких ансамблей, 
отметив лишь ансамбли, при построении которых либо все матрицы 
((7), }=1, п, выбираются случайно из некоторого множества не- 

вырожденных матриц, либо все внешние коды (п,, 6,), #=1, т, 
являются случайными, либо когда выполняются оба эти условия. 

Основные ансамбли каскадных кодов, отвечающие этой клас- 
сификации, приведены в табл. 5.1, в которой под ненулевым эле- 

`` 

Таблица 5.1 
  

  
  

Случай- Неслу- 
ные Случайные | чайные 

Характер матриц Внешние коды. | коды над коды РС коды РС 
Gy” Класс матриц (7 полем Над поле | над полем 

СЕ (24) | СЕ (2°*) | Gp (22) 

С3/) — случайные | Произвольные невыро- II I `В 
матрицы ж‹денные матрицы 

Нижние треугольные IV Ш Па 
матрицы - 

Ненулевые элементы Па [6 [3 
поля 

С5/) — неслучай- | Произвольная невырс- 11° roof — 
ная матрица жденная матрица 

Нижняя треугольная У VI — 
матрица 

Ненулевой элемент поля УП УШ —         
  

ментом поля СЁ (2"“) подразумевается` выбор такой матрицы Gi), 
умножение на которую столбца 1“? эквивалентно умножению на 

ненулевой элемент поля СЕ (2) указанного столбца 1“), рас- 
сматриваемого как элемент этого же поля (см. разд. 2.3.4). Под 
случайным кодом РС подразумевается случайный линейный код 

над полем СЕ (2”*), кодовое расстояние и епектр весов которога 
совпадает с кодовым расстоянием и спектром весов кода РС. 
(Подробно о построении таких кодов будет сказано в дальнейшем). 

Следует отметить, что у ансамблей, для которых (С(/) — не-. 

случайные матрицы, можно при всех }=1, п, выбирать одну и: 
ту же (наилучшую в некотором смысле) матрицу С, (как это дела- 
лось в предыдущих главах). 
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Приведенные в табл. 5.1 десять различных ансамблей каскад- 
ных кодов отличаются друг от друга объемом, характером декоди- 
рования входящих в них кодов, а в ряде случаев и статистическими 
свойствами. 

Случайные каскадные коды, входящие в ансамбли, отмеченные 
одним и тем же номером, как будет показано, асимптотически об- 
ладают одинаковыми средними по ансамблю корректирующими 
свойствами. В то же время сложность декодирования таких кодов 
и объемы ансамблей, в которые они входят, могут быть существенно 
различны. 

Перейдем к определению общих соотношений для вероятности 
того, что слово а является кодовым словом случайного каскадного 
кода из некоторого ансамбля случайных кодов. В соответствии 
с определением каскадного кода произвольная ненулевая (веса и) 
двоичная матрица о размеров п,Хп, является кодовым словом 
случайного каскадного кода из данного ансамбля, если вспомога- 

тельная матрица 1, каждый столбец которой 1“), }=1, п,, полу- 

чается из столбца а“) матрицы © посредством умножения 

его слева на матрицу ЯР =(С))\, 1? = На? удовлетво- 
ряет условию, что каждый ее горизонтальный блок раз- 

меров а,Х п, (вектор длины п, над полем СЕ (2"')) 1, =(1л, 12,... 
.... Т+з,) является кодовым словом соответствующего внешнего кода 

над полем СЁ (2"°), ; 1, т. Так как нулевому столбцу а“7) соот- 
ветствует нулевой столбец 7%’, ясно, что указанная вероятность 
существенно зависит от числа ненулевых столбцов слова а. 

Если в качестве матриц Н() выбираются невырожденные 
нижние треугольные матрицы и верхние Ё векторов &,, i= 

—=т —ЁЕ-+-1, т, нулевые (т. е. a,,==0, ix=m—k+1,m, j=—1, Ms): 

TO соответствующие им векторы 1, t=m—k-+-1, m, также 
являются нулевыми и автоматически принадлежат любому внеш- 
нему коду. Поэтому в данном случае искомая вероятность зависит 
не только от числа ненулевых столбцов слова, но и от числа 

верхних А нулевых векторов а, =т — #1, т, этого слова. 

Обозначим через С’, событие, состоящее в том, что 1; =0, а через 
Л); что 1; является ненулевым кодовым словом {-го внешнего кода. 

    

  

  

Ненулевое слово а веса и? =1, п является кодовым словом случай- 
ного каскадного кода тогда и только тогда, когда блок 7, =0, все 

блоки 1;, =1, т, являются кодовыми словами (ненулевыми или 
нулевыми) соответствующих внешних кодов и по крайней мере 
одно 1,;==0. Это событие, которое обозначим через L, можно за- 

писать в виде L= >,D,[[(C,+D,)C,. Torna 
$=1 8352$ 

  

ane 

P(t) =P (C) & P(D) IL (PC) + РР. (5.12) 
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Выражение (5.12) будет использоваться в случаях, когда вну- 
тренние коды определяются произвольными невырожденными ма- 
трицами G{/) или невулевыми элементами поля СЕ (2”а). 

Если же внутренние коды определяются невырожденными ниж- 
ними треугольными матрицами, то событие [, следует детализи- 

т—1 

ровать, представляя его как Г. = >», Г,,, где событие Г, Е =0, т—1, 
k=0 : 

  

соответствует слову и, верхние блоки в; (i= m—k-+1, m) кото- 
рого нулевые, а блок а„_, 520. 

m—k m—k 

Так как в этом случае Г, = > D, [] (C,+D,)Cy, 10 
$—1 85$ 

т— К 

P(L,)=P(C) & DT (P(C,) + P(D,)). (5.13) 

Вероятности Р(Г) и Р(Ё,,), существенно зависящие от числа 
ненулевых столбцов слова я и характера внешних кодов, будем 
в дальнейшем обозначать соответственно через Р, (и) =Р(Г) и 
P(*) (w) = P (Ly), где #=20 — вес слова a, a [ — число его нену- 
левых столбцов. Условие ш=-0 является существенным, так как 
при #==0 во всех случаях Р, (и) = Р® (Ш) =1. 

$ 5.2. Ансамбли внутренних кодов 

5.2.1. Ансамбль невырожденных матриц 

Рассмотрим случай, когда матрицы С(7), определяющие внутренние 
коды каскадного кода, выбираются из множества всех двоичных 
невырожденных матриц п,-го порядка. Общее число всех таких 
матриц 

$ = Ц (2 — 2*) = 2%, (5. 14) 

где с-0,288777. 
Будем считать множество указанных матриц заданным и каж- 

дую из матриц Н{(7) выбирать случайно (с вероятностью 1/5) из 
этого множества. Полученные таким образом матрицы Н(/) будем 
называть невырожденными случайными матрицами. Однако при 
указанном выборе матриц Н(7) нет оснований считать, что все 
двоичные символы, образующие Н(/), независимы и равнове- 
роятны. Поэтому для вычисления вероятностей Р (О,) и Р (С,) 
нам понадобится следующая лемма, доказательство которой при- 
ведено в приложении П.5.З. 

Лемма 5.1. Если Н(/) — невырожденная случайная матрица, 
то вероятность того, что заданные ненулевые слова «7 и 17 
связаны соотношением - 
На) — oe, (5. 15) 

He 3aBucuT oT cnoB a'4)-40 wy) =40 o pana (2"*— 1)". 
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Следствие из леммы 5. 1. Пусть столбец 1“? получен 
из ненулевого столбца а” в результате умножения его на невы- 
рожденную случайную матрицу Н({), и пусть для некоторого $ эле- 
мент 1,; отличен от нуля. Тогда каждый из оставшихся элементов 

Т:л 1=0, т, 1525, может быть любым (в том числе и нулевым) эле- 

ментом поля СЕ (2**) с одной и той же (для каждого #) вероятностью 
27%, 

Рассмотрим пройзвольную систему вложенных кодов, порож- 
даемых невырожденной случайной матрицей Н(7). Ненулевое 
слово является кодовым словом некоторого подкода со скоростью 

передачи a/n,, a=1, п, тогда и только тогда, когда выполняется 
условие На д, где столбец 1‘ в последних (нижних) 
п,—а позициях содержит нулевые символы. Так как слово а”) 
ненулевое (а значит, и 1“)>20), то согласно следствию из 
леммы 5.1 вероятность выполнения указанного условия равна 
P,(w)=2°-“"a, Это выражение для вероятности Р, (№) позво- 
ляет легко найти производящую функцию +); (2) cpemitero спектра 
весов ненулевых кодовых слов рассматриваемого случайного 
подкода. 

Согласно формуле (5.1) и учитывая, что В (и) =Ст,, получаем 
при vt № (w) = 2-9 Ce, < 2- (a-4) 2naH (ina), tak 4TO 

ф,(2) = > N (w) 2° = 2-("e-0) > C2 2” = 2-(*a-) [(z ra — 11. 

Выбирая в качестве верхней оценки ф,(2) функцию %,(:) = 

— (2-- 1)”а 2-('а-9 и используя выражения (5.3) и (5.6), получаем 
Р(4<п5) < 2"а (НИ та}, отсюда следует, что 5* (а/п ,) =8вг(а/п,). 

Таким образом, нижняя граница величины 8 (а/п,) для любого 
подкода, определяемого невырожденной случайной матрицей 

Н(/), совпадает с границей ВГ. Кроме того, так как доля «плохих» 
подкодов &=Р {4 < ($*—е®)п,} при п, —> со убывает экспонен- 

циально по п,, то доля «хороших» подкодов экспоненциально 
по п, стремится к единице. Отсюда следует (см. приложение 
П.5. 2), что среди «хороших» подкодов существуют подкоды с «хо- 
рошим» спектром весов, т. е. такие, для которых 

№ (1) =0 при 1<иш<првг (ап,}; 

М (ш) < Г (п) 2" при on Spr (a/n,)<w <n, 

rye f(n, ) > An,. | 
При этом вероятность невыполнения последнего- условия 

P(N (w) > f (rg) 8 (w)} < (1 —Bar (ап, + <) (в (п). Так как полу- 
ченные результаты справедливы для всех значений а-=1, п., то 
вероятность, что хотя бы для одного из подкодов вложенной си- 
стемы, определяемых значением а, кодовое расстояние оказывается 
меньше, чем бвг (а/пт,) —е, а М (ш) > } (п) 27а @та)-ч9та}, не пре- 
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Н(5 ! -l 
восходит соотвегственно величины WM, Max Эта (Звг(@/та)-=) + та} И 

а 

п, пах {Т — двг (а/п,)-- 2} п./] (п). Первая из этих величин экепо- 

ненциально стремится к нулю, а вторая оказывается меньше еди- 
ra если I (Ma) = Mo и а<п,, и стремится к нулю, если 
f(n,) =n, где а`>2. 

Таким образом, при и,-> со почти все невырожденные случай- 
ные матрицы НР определяют такие вложенные системы кодов, 
для которых каждый подкод имеет кодовое расстояние, достигаю- 
щее границы ВГ, и «хороший» (с коэффициентом }(п,) = п“, 4 > 2) 
спектр весов М (1). 

5.2.2. Ансамбль невырожденных треугольных матриц 

Рассмотрим случай, когда матрицы Н(/) выбираются из мно- 
жества всех. невырожденных двоичных нижних треугольных ма- 
триц. Так как все диагональные элементы таких матриц равны 
единице, а все остальные элементы произвольны, то общее число 
указанных матриц 5 = 27"4('а-). В данном случае имеется весьма 
простой случайный алгоритм построения матриц Н (7), обеспечиваю- 
щий как невырожденность, так и равновероятность получающихся 
на его основе матриц. Этот алгоритм состоит в том, что все эле- 
менты матрицы, расположенные под диагональными, выбираются 
случайно и независимо с вероятностью 1/, из элементов поля СЕ (2). 
В силу независимости и равновероятности этих элементов условие 

Ha =~, где а wi — ненулевые столбцы, причем послед- 
ние п, —а элементов столбца 1“? нулевые, сводится к выполне- 
нию п, — а независимых проверочных соотношений, которые в ма- 

тричной форме имеют вид Но“? —=0, где`Н(/) — матрица, полу- 
чаемая из матрицы Я(/) отбрасыванием ее верхних а строк. 

Каждое из этих проверочных соотношений для произвольного 

фиксированного ненулевого столбца «”) выполняется с вероят- 
ностью 1|,. В силу независимости проверочных. соотношений вероят- 
ность выполнения всех п, —а соотношений равна 2-9). Но 
отсюда следует, что все результаты, полученные в разд. 5. 2.1 для 
произвольных невырожденных матриц, сохраняются и для невы- 
рожденных нижних треугольных матриц. 

5.2.3. Ансамбль элементов поля @Е (2”а) 

Рассмотрим случай, когда матрицы Н{7 выбираются из множества 

матриц, умножение которых на столбец 19 ) эквивалентно Умно- 

жению некоторого ненулевого элемента #47) поля СЕ (2"“) на эле- 
мент 19 » этого же поля, для которого столбец 19 › являбтся двоич- 
ной формой записи. 

В этом случае условие Н( (Ла“”) — 1”) эквивалентно условию 
ghals)—= 7), roe af) так же, как и 1()), трактуется как элемент 

поля СЕ (24). Так как всего имеется 2” —1 ненулевых элементов 
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поля GF (2"«), то общее число рассматриваемых матриц Н(7 равно 
5 —=2"° —1, т. е. оно значительно уступает и числу невырожден- 
ных треугольных и числу невырожденных произвольных матриц. 

Так же, как и для произвольных невырожденных матриц, 
будем предполагать, что для каждого ] элемент #(7) (а значит, 
и матрица Н{7) выбирается независимо и с равной вероятностью 
из множества всех ненулевых элементов поля СР (2”4). Таким 
образом, теперь условие, что произвольный, но фиксированный 
элемент &(7) является кодовым словом соответствующего подкода, 
определяемого элементом 87, состоит в том, что произведение 
случайно выбранного элемента 2(7 на элемент и(7) 520 равно эле- 
менту 1(7 5-0, в двоичной записи которого последние п, —а сим- 
волов нулевые. 

Так как для фиксированного а(7) 2 0 произведение 5(7)%(7) опре- 
деляет единственный элемент 1(7), причем для различных gf) 
получаем различные элементы 1(7) 20, то в силу равновероятного 
выбора 87” получаем равновероятные различные — значения 
Ла). Но число всех различных ненулевых — произведе- 
Hun gals) равно 2" — 1, а число всех ненулевых элементов 1(/), 
двоичное представление которых` содержит в последних п, —а 
позициях нулевые символы, равно 2“— 1, следовательно, вероят- 
ность выполнения условия 8(7Ла(/) =1(1) равна Р; (w) = 
= (2*— 1)/(2"¢ __ 1) < 9-(па-в). 

аким образом, верхняя оценка Р, (№) в данном случае совпа- 
ддет со значением Р,(ш), полученным для произвольных и тре- 
угольных невырожденных матриц. Но это значит, что и теперь 
сохраняются все результаты, полученные в разд. 5.2.1. 

5.2.4. Неслучайные внутренние коды 

В заключение остановимся на случае, когда внутренние коды 
являются неслучайными. Тогда, как уже отмечалось выше, для 
всех ] можно выбрать одну и ту же матрицу С, (или, что то же 
самое, матрицу Н,=0(.!), порождающую наилучшую в том или 
ином смысле вложенную систему внутренних кодов. 

Рассмотрим столбец о(7) длины N,, символы которого, начиная 
снизу, разбиты на т--1 слов а,, по а,, # =0, т, символов 
в каждом. Выделим некоторые у из этих слов, соответствующих 
произвольному набору индексов #: (4, &,..., i), rae О<и<ь<Х< 
<<... Chm, v=, т, и обозначим через А;...:, множество 
cop a(/)—=G,7(4), rae 1(7} — любой столбец длины п,, У которого 
ненулевые символы могут быть только в словах 1, ;› соответствую- 
щих набору (1,...,1). Тогда множество А; ...;, представляет собой 
линейный двоичный код са, а, -... -- а, информационными 
символами, размещенными в словах 1, р Тир * Тир для которого 

1 2 У справедливо следующее утверждение (доказательство его приведено 
в приложении П.5.А4.). 
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Утверждение 5.2. Существует такая невырожденная матрица С, 

что для любых у=1, т и любого набора (4, %,...,й) в коде 
D;,...¢, ЧИсло кодовых слов №; ...:, (1) веса ш > 0 удовлетворяет 

условию 

> = na~ Di 0;, 

М...» (Ш) < па" Ся | =I ) . (5. 16) 

В дальнейшем предполагается, что неслучайная матрица Н., 

определяющая ансамбль Г, выбрана так, что <, = Ну* удовлетво- 

ряет условию утверждения 5.2. 

$5.3. Ансамбли внешних кодов 

5.3.1. Ансамбль внешних кодов, 
определяемый канонической проверочной матрицей 

Рассмотрим вопрос о вероятности того, что некоторое фиксирован- 

ное слово 1; над полем СЕ (27) является кодовым словом случайно 
выбранного {1-го внешнего кода. Начнем с линейных случайных 
внешних (п,, 6,) кодов, определяемых случайной проверочной ма- 

трицей размеров (п, —6,) Жи, над полем СЕ (2“). Так как при 
кодировании информационного слова (рл, №2 в, 0,..- 0) 

-м внешним кодом (п,, 6,) мы хотим сохранить неизменными 

информационные символы (,„ ]=1, 6;, то проверочную матрицу 
следует выбирать в канонической форме | P,£,,-2,|, trae Eno, — 
единичная матрица порядка п, —6,, Р, — случайная матрица раз- 
меров (п, —6,) ЖЬ,. Все элементы матрицы Р; выбираются слу- 
чайно (независимо и с равной вероятностью) из множества всех 

элементов поля СЁ (2“*) (т. е. с вероятностью 2“). 
Интересующая нас вероятность Р;(и) принадлежности некото- 

рого фиксированного слова 1; внешнему коду из рассматриваемого 
ансамбля определяется следующей леммой, доказательство которой 
приведено в приложении П.5.5. 

Лемма 5.2. Вероятность того, что произвольное ненулевое фик- 
сированное слово 1; над полем СЕ (2“*) веса ш>0 является кодо- 
вым словом случайно выбранного {-го внешнего кода, удовлетво- 
ряет неравенству 

Ру (ш) < 2—9. (5.17) 

5.3.2. Ансамбль кодов РС 

Под ансамблем кодов РС будем понимать множество случайных 

кодов (п,, 6,) над полем СЕ (2"°), которые получаются из кода РС 
(или одной из его модификаций) умножением каждого кодового 
слова на случайную диагональную матрицу, диагональные эле- 
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менты которой выбираются случайно (независимо и с равной ве- 

роятностью) из множества всех ненулевых элементов поля СЁ (2"°). 
Каждый такой код, который будем называть случайным кодом РС 
или кодом РС со случайным преобразованием, определяется ма- 
трицей 

81 0 

0 En, 

re g,~0€GF(2”). 
Tak Kak при умножении матрицы А на кодовое слово кода РС 

каждый нулевой символ этого слова переходит в нулевой, а каж- 
дый ненулевой символ переходит в ненулевой, то спектр весов 
любого случайного кода РС совпадает со спектром весов исходного 
(неслучайного) кода РС. 

Отсюда, в частности, следует, что все случайные коды РС из 
ансамбля, определяемого матрицами А, имеют одно и то же кодо- 
вое раестояние d,,—n,—b,+1. Что касается основного вопроса 
о вероятности принадлежности некоторого фиксированного слова 
1; случайному коду РС, то ответ на него дается следующей леммой, 
доказательство которой приведено в приложении Ц.5.6. 

Лемма 5.3. Вероятность того, что произвольное ненулевое 

фиксированное слово 7; над полем СЕ (2"°) веса г > 0 является 
кодовым словом случайного кода РС — (п,, 6,), удовлетворяет 
условию 

P,(w)=0, если OCw<n,—);; (5. 18) 

P,(w)<e2""), если п, —6, и. 

5.3.3. Неслучайный код РС 

В заключение рассмотрим случай, когда в качестве внешних кодов 

выбираются неслучайные коды РС-(п,, 6,) над полем СЕ (2%). 
"Тогда возникает вопрос о вероятности Р; (и) принадлежности слу- 

чайно выбранного слова 1; веса ш# >0 над полем СЕ (2%) этому 

неслучайному коду РС. Пусть все символы 1;;, 6 СЁ (2“*) слово 7; 
независимы и равновероятны, т. е. все они независимо выбираются 
из всех элементов поля СЕ (2?) с вероятностью 2. В этом слу- 
чае имеет место следующая лемма, доказательство которой приве- 
дено в приложении Ц.о.б. 

Лемма 5.4. Вероятность того, что случайно выбранное слово 

1; над полем СЕ (2“*) длины и,, веса и > 0 является кодовым сло- 
вом неслучайного кода РС-(п,, 6,), удовлетворяет условию 

Р; (#) =0, ecm OCw<n,—)d;; (5.19) 

P,(w)<e2")”, ocnu =n, —b,<w. 
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$.5.4. Производящие функции ереднего спектра весов 
случайных каскадных кодов 

5.4.1. Вероятность принадлежности произвольного слова 
случайному каскадному коду 

Как уже отмечалось выше, основной характеристикой ансамбля 
каскадных кодов является вероятность того, что некоторое двоич- 
ное ненулевое слово х размеров п,Жи, является кодовым словом 
случайного каскадного кода из данного ансамбля. Однако эта 
вероятность существенно зависит от характера матриц НУ) и 
внешних кодов (п,, 6,,) определяющих ансамбль, а также от числа 
ненулевых столбцов слова «ла при использовании только нижних 
треугольных матриц Н(7) также и от количества верхних нулевых 

блоков a,, i= m— kT, т. 
Для большинства из ансамблей каскадных кодов, приведенных 

в табл. 5.1, на основании результатов $ 5.2 и 5.3 и при помощи соот- 
ношений (5. 12) и (5.13) легко получить удобные для дальней- 
Mero использования верхние оценки этих вероятностей, которые 

в предположении, что & <%6.<«<...<6,, определяются сле- 
дующими утверждениями, Доказательства которых приведены 
в приложении П.5.7. 

Утверждение 5.3. Вероятность Р, (№7) того, что произвольное 
ненулевое (ш ‚> 0) двоичное слово а размеров п,Жпь‚, содержа- 
mee | ненулевых и п,—1 нулевых столбцов, является кодовым сло- 
вом случайного каскадного кода. из’ансамбля 1, удовлетворяет 
условиям, 

P,(w)=0, econ 1c l<cn,—b,; 

-(..- У аз |? — 3 аз(п5-6:) ‘ Реут чи, 6.20) 
если п,— В, 1<1<п,— В, 1. 

  

Утверждение 5.4. Вероятность Р; (и?) того, что произвольное 
ненулевое (1 > 0) двоичное слово а размеров п,Хи,, содержащее 
[ ненулевых и п,—{ нулевых столбцов, является кодовым словом 
случайного каскадного кода из ансамбля П, удовлетворяет усло- 
Вию 

т 

P, (w) = т2”" Уч, cnn ASI <n,—),, 
$—=1 

-(..- 3 a)i- 3 Dd 4e(25-%,) 
P, (w)< m2"2 =F .= ‚ если в, —b+1< 

<l<n,—),_,. 

(5. 21} 
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Утверждение 5.5. Вероятность Р®} (1) того, что произвольное 

ненулевое (> 0) двоичное слово а размеров пхп», содержащее 

| ненулевых и п, —[ нулевых столбцов, у которого верхние & блоков 

a,, s=m—k-+1, m, нулевые, а блока„_, ненулевой, является кодо- 

вым словом случайного каскадного кода из ансамбля ПП, удовлет- 

воряет условию 

Р(®) (и) =0, если 1531531, — 6 
m—k m—k 

-(0- > «,)!- > ag(nb—be) 

PH (wy) <(2eyn2"° ST A | (5.22) 
если n,—b,+1<l<n,—b,,, i=1, m—k. 

Утверждение 5.6. Вероятность Р*) (ш) того, что произвольное 

ненулевое (ш>0) двоичное слово « размеров п‚ Х И», содержа- 

щее { ненулевых, п, —{ нулевых столбцов, у которого верхние k 

блоков о, s==m—k-+1, m, HyneBue, a блок «„_,. ненулевой, 

является кодовым словом случайного каскадного кода из ансамбля [У, 

удовлетворяет условию 

  

an 

m—k -(..- > и) L—(np—b;) ag 

m2". >; 2 s=m—k+1 
t=1 

15 п Ons (5. 23) 

т—К т—К 

-(e- > aa) >. ag("p—5g) 

Pt?) (w) < m2”™2 8—1 =i , 

если п, 6-1 << п, В, 1. 

Следует отметить, что утверждение 5.3 справедлива также для 

ансамблей [*, [би Г, а утверждения 5.4 и 5.0 справедливы соответ- 

ственно для ансамблей П* и ПГ. 

Что касается ансамблей 1, 18, У, УГ, УП и УПЬ, то из них мы 

рассмотрим только ансамбли [Ги И, для которых было доказано 

утверждение 5.2. 
Для изучения ансамбля Ш введем множества УЗ +...‹., каж- 

дое из которых состоит из всех таких и только таких двоичных 

слов а (й,...., В) размеров п,Жпь, которые определяются про- 

изведением “a (й,..., &)=Со т (&, ... 1), THe Go= ой, 

а1(1,..., &) — любое двоичное слово размеров п,хпь, У ко- 

торого ровно у горизонтальных блоков 1;,, 1;,..., 1, Ненулевые, 

а все остальные блоки размеров a,Xn, нулевые, причем 

1<и<ь<...<1=т. Яено, что для каждого фиксирован- 

ного у число различных множеств %;,..., равно Си, так что 

число всех таких множеств у =1, т равно 2"—1. В этом случае спра- 

ведливо следующее утверждение, доказательство которого приве- 

дено в приложении П.5.В. 

PY? (v) 

IN
 

Л 

если 1 

116



Yrsepxyenne 5.7. Bepoatnocts P,(i,.... i,, w) Toro, 4To s1060e 

фиксированное слово из множества °;;...;„ содержащее [ нену- 

левых и п, —{ нулевых столбцов, является кодовым словом кас- 

кадвого кода из ансамбля Г, удовлетворяет условию 

У 

, . ) ~ чить) 
Р. (и... ш)<е2 = . (5. 24) 

Утверждение 5.7 остается справедливым и для ансамбля 118 

‹ той только разницей, что множитель е’ можно заменить едини- 

цей. 

5.4.2. Производящие функции среднего спектра весов 

случайных каскадных кодов 

Приведенные в предыдущем разделе оценки вероятностей Р; (№), 

Pi) (w) u P, (i,,..., &, Ш) позволяют оценить производящие 

функции ф (2) среднего спектра весов кодовых слов случайных 

каскадных кодов, принадлежащих первым 11 ансамблям, при- 

веденным в табл. 5.1. Эти оценки определяются следующими ут- 

верждениями, доказательства которых приведены`в приложениях 

11.5.9—II.5.11. 
Утверждение 5.8. Производящая функция среднего по ан- 

‹амблю спектра весов кодовых слов случайных каскадных кодов 

из ансамблей Т, [*, би Г при 2 >0 удовлетворяет неравенству 

$ (2) < Т (2) =т (2е)" хи + z)"a go-Rai)na "6. 2-8” (5.25) 

, т : т 

тде А; = Ng > a, В; = > (Ras — Ва, os) В,» Въ, = бпь, Во, та — 

8—1 8=1 

—0, В, =В. 

Утверждение 5.9 (П.5.9). Производящая функция среднего 

по ансамблю спектра весов кодовых слов случайных каскадных 

кодов из ансамблей Пи П* при 2 >> 0 удовлетворяет неравенству 

ф (2) < Ч (в) =т2” = [С Lz) Q0-Raidna "5 o-a-Radm 

+ m2” >; [i +2)"¢+ 2 -АКаз)на |5 2-@-АЕ», (5.26) 

$=1 

хде OR, = Ra; — R,, s+1? AR; — В; — Пл — (А; — Ва, $1) Вы. 

Утверждение 5.10 (П.5.10). Производящая функция среднего 

по ансамблю спектра весов кодовых слов случайных каскадных 

кодов из ансамблей ПТи ПГ при & >> 0 удовлетворяет неравенству 
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m—1 m—k 

ф (2) < фт (2) =m (2e)” > 2 [(1 + z) Fa, mmk+1) "a + 

-|- 2( Ката ту 2-И-В +В и-ьы-Ва, тк =)", (5. 27) 

где А. =0. 
Утверждение 5.11 (1.5.10). Производящая функция среднего. по ансамблю спектра весов кодовых слов случайных каскадных кодов из ансамбля 1У при $30 удовлетворяет неравенству 

, m—1l1m—k 

(2) < Ч (2) =m” > p> [(1 + g) Na, makes) haf 

+ QU-Ras)na)m, 9-1 Bit Rm—kai—Ra, mkt) 0 + 

m—1l m—k 

-- тот > = [(1 + zea, тр—А+1)па “тада 2-(1-4А8;)п 

| (5.28) 
Утверждение 5.12 (П.5.11). Производящая функция среднего по ансамблю спектра весов кодовых слов случайных каскадных 

кодов из ансамблей Г" и П®, для которых, кроме условия 6, < Ь,1, 
выполняется условие а; < а,.1, #=1, т, приз > 0 удовлетворяет 
неравенству 

$(2) <; Ч (2) = (2е)" (пз2")*ь У, [(1 -- 2)" -|- 2@-Вадта] "5 о-ва, $=—1 . 

(5. 29} 

Что касается ансамблей У, УГ, УП и У1Ш, то они рассматриваться не будут, так как для неслучайных нижних треугольных матриц. и неслучайных элементов поля СЕ (2“) остается открытым вопрос о справедливости ‘утверждения, подобного утверждению 5.2. 

$5.5. Оценка кодового расстояния случайных каскадных кодов. 

5.5.1. Оценка кодового расстояния случайных каскадных кодов. . Из анеамблей типа 1 

Для ансамблей типа [ (т.е. для ансамблей Г, Ге, 16, [и Г’) верхняя оценка Т (2) производящей функции Ф (2) среднего спектра весов кодовых слов при 2 >> 0 может быть представлена в виде Ф (2) = 
an 

=h,(n, n,, n,) > V;(z), rae в соответствии с (5. 25} . $=] 
| 

Ча) == $2)" 29-е рь лан, | (5. 30} 
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Рис. 5.1. График функции F; (5) 

a—%;>ipr (Ri); 6 — 8s < Spy (Ri) 

Причем для ансамблей Т, 1*, 1° и Г коэффициент #, (т, п„, п) = 
— т (2е)", а для ансамбля Г коэффициент (т, п» 1) = 

== (2е)" (п?2")"ь. Используя соотношение (5.11), получаем 

-Р(4<п8) < &, (т, п, п, > я {1 (z)/2"} = 

=I (m, ry rm) C8" int ([(2F + Py 
$—1 0<2<1 

ев]. | (5. 31) 

Детальный анализ правой части (5.31) приводит к следующему 

утверждению, доказательство которого приведено в приложении 
П.5.12. 

Утверждение 5.13. Вероятность `Р (4 < пб) того, что случайный 
каскадный код из ансамблей типа [| имеет кодовое расстояние 
‚4 < п, оценивается сверху выражением 

т 

P(d < ns) < > A" CSOD nat NOBa a Na» mp)in} (5. 32) 

где ̀  

р [о ^ (8) —(1—2,) при $28; 

И Ро (8) = —8 108, (218 —1)—В„--А, ‘при 8<8,, 
(5.33) 

причем 6, = 1 — 2-1, а прямая Р,.(8) представляет собой каса- 

тельную к кривой Ё,. (5). Таким образом, график функции Ё; (5) 

имеет вид, показанный на рис. 5.1. . , 

На рис. 5. 1* показан случай, когда 8, >> 8вг (В,), а на рис. 5. 1° — 
м когда 8, <8вг(А;), где бвг(А;) =5;, — корень уравнения 

а (5) =0. 
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Обозначим через 5* корень уравнения РЁ’; (6) =0 и введем нан- 

меньший из этих корней 
eo : * 6 = min {5°}. (5. 34) 

Так как на отрезке 0<5< 1/2 каждая из функций F,(8), i= 1, m, 

возрастает, приходим к выводу, что при $«5’ все величины 

Е, (3) <0, а значит, для всех 1, 1—1, т, 2724 (8) 21. Заменяя 

оценку (5.32) более грубой оценкой 

Р(4< п) < т тах gn lFi(8) +1) natloge (т, па, п)!" 

— тах ("ГР + ов тк, (т, па, пь)+ть) 1", (5. 35) 

$ 

и учитывая, что при п, —> COUN, > © (log, mk, (m, n,,m,)-+n,)/n > 

->0 как при № (т, п, пь) =т (2е)", так и при К, (т, п, =. 

—(2е)" (п?2)"”ь, приходим к выводу, что при Р (а< п) < 1. Но 

это значит, что среди случайных каскадных кодов из ансамблей 

типа | существуют такие, кодовое расстояние которых удовлет- 

воряет условию 4 > п (5*— 2), где е — сколь угодно, малое число. 

Таким образом, величина 65*, определяемая из (5. 34), пред- 

ставляет собой границу асимптотически достижимого на ансамб- 

лях типа | отношения кодового расстояния 4 к длине кода п. 

Более того, как следует из (5. 35), доля таких каскадных кодов 

в каждом из ансамблей типа 1 экспоненциально по п стремится 

к единице. Величину §* для каскадных кодов из ансамблей типа 

|, которая зависит от скорости передачи В порядка каскадного 

кода и его структуры, будем обозначать 5* —=5* (В, т). 

Для вычисления величины 5*(В, т) введем корни 1 иб,, соот- 

ветственно уравнений РЁ’ (8) =0 и Р.› (6) =0. Как следует из (5. 33), 

$: =6вг(В;); 8» =(А,— В„:)Пов. (21-Е —1). Причем в силу вы- 

пуклости кривой F,, (8) 8;,< Szr (Rj). Тогда 

Or если 6; < opr (R,); 

Stor если 8, > dar (R,). 
i 

Учитывая, что в соответствии с определением величины 6; усло- 

вие 8, <8вг(А;) эквивалентно условию В; 2105.2 (1 —8вг (В;)), 

а условие 8; >6вг (Ву) эквивалентно условию В: 10°. 2(1 —6вг(В}), 

окончательно получаем 

. | opr (R;), если Ru >. log. 2 (1 — opr (В;)); 

(В, — В.)Лов» (278 —1), если В, < 10882 (1 — sr (R;)), 
(5.36) 

mpu4uem cornacuo (5. 34) 3°(R, m)=min {5%}. 
$ . 
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5.5.2. Условия достижимости границы ВГ 

Соотношение (5.35) позволяет вычислить величины 6; для каскад- 

ных кодов заданной структуры, причем так как для #=1, А; ==А 

5,. = (В — В1)/108» (21 —1) < Ser (R), то 1 < 8вг(А). Причем 

равенство имеет место лишь при условии, что Ва = 

108. (1 — двг (В)). Это значит, что 5'(В, т) не может превысить 

границы ВГ, которая определяется равенством (В, т) =двг (В). 

Для выяснения условий, при которых для каскадных кодов из 

ансамблей типа [ величина 5*(А, т) достигает границы ВГ, обра- 

тимея снова к выражению (5.36) и к рис. 5.2, на котором при- 
ведены графики функций РЁ. (5) и Р,› (5) для двух значений #(1=1 

п {>> 1). Так как при #>1 в силу условия А, < А следует, что 

5°, >> Spr(R), To 8;», которое меньше чем бвг(А;), может быть 

меньше, равно или больше; чем бвг (В). 

Отсюда непосредственно следует, что для достижения гра- 

ницы ВГ необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 

1) В, 2105.2 (1 —5вг(В)), при этом 8, = dpr(R); 
2) для каждого #>1 либо 

/ 

R,,; > log, 2(1 — 8ar(R,))s . (5. 37) 

при этом 8" =6вг(В,) >> 8вг(В), либо (В, — В,„;)Лов, (21 — 1) > 
>58 вг(А), при этом 8вг (А) < 8; <8вг(В,). 

Следует отметить, что достаточные, но не необходимые условия 
достижения границы ВГ можно представить одним и тем же для 
всех $=1, т неравенством 

(В, — R,,)/log, (2° "** — 1) >dnr(R), i=, m. (5. 38) 
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Рис. 5.2. Графики функций Р; (5) п Рро (8)



Введем также условия достижимости границы ВГ в предельной 

форме, когда для всех 1, {=1, т, 8; ==6вг(В), a Ay, принимает 

наименьшее значение. 
Эти условйя имеют вид , 

_.1) Па = 105.2 (1 — der (A); 
-Ry¢ __ > 

2) (В, — R,,)/log, (2*-*at — 1) = dar (RA), i= 2, m- 
Учитывая, что первое условие совпадает со вторым при 1—1, по- 

следние равенства можно заменить одним выражением 

(R, — R,,)/log, (2!-Fat — 1) = Spr(R), i=1, m. (5. 39) 

5.5.3. Оценка кодового расстояния и условия’достижимости 

границы ВГ для случайных каскадных кодов 

из других ансамблей 

Рассмотрим теперь ансамбль типа П (т. е. ансамбли И, П* и И°), 
для которых в соответствии с (5.26) представим верхнюю оценку 

Ф (2) производящей функции среднего спектра весов при >20 

в виде суммы 2т слагаемых | 

W (2) hy rm, My 4) Bs (a2) + VIO) (5.40) 

где ТФ, (2) определяется равенством (5.30), а (2) получается из 

Ч, (2) заменой В; на АВ, =А„; — Ана и В; на АВ, —= ; — Ада 

Коэффициент №, (т, п, п) =т2” для ансамблей Пи Ши 

А. (т п, п) =2” (п22")% для ансамбля П®. 
Если применить тот же метод оценки выражения Ш! {9 (2)/2"°}, 

0<#;<1 

что и в разд. 5.5.1, то из выражения (5.40) и результатов 

разд. 5.5.1 и 5.5.2 непосредственно следует, что граница асимпто- 

тически достижимого на указанных ансамблях кодового расстояния 

определяется 8", где 6" — т! {5;..}, здесь + — введенный в разд. 5.5.2, 

корень функции РЁ) (8), определяемой выражением (5. 33), а в" — 

корень функпии 2; (6), получаемой из Р, (8). заменой А„; на АК„; 
и В, на АВ,. При этом величина 5, фигурирующая в (5. 33), для 

функции Е (8) определяется равенством 8, =1 — 2-@-^№. Но это 

значит, что достаточные условия достижимости границы ВГ для 

ансамблей П, П* и П® состоят из 2т условий, из которых первые т 

совпадают с условиями (5. 38) достижимости границы ВГ для слу- 

чайных’ кодов из ансамблей типа I, a остальные т имеют вид 

Ry Ry Hag + Ra, i+1)/log, (ета, rn 1) = opr (R), р ~( at 

Однако в силу равенства А, ,,,,== R,,,,;—9 последнее условие (5.41) 

совпадает с последним условием (5.38), поэтому условия (5.41) 

надо рассматривать только для # =1, т — 1. 
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В тех случаях, когда справедливы равенства (5. 39), имеет 
место следующее утверждение, доказательство которого приведено 
в приложении П. 5.13. 

Утверждение 5.14. Если для случайных кодов из ансамблей 
типа И первые т условий достижения границы ВГ выполвяются 
в предельной форме (5. 39), то дополнительные т — 1 условий (5.41) 
также выполняются. 

Перейдем теперь к рассмотрению случайных каскадных кодов 
‘из ансамблей Ш и Ш, которые определяются случайными невы- 
рожденными нижними треугольными матрицами Н“?) и кодами РС 
{случайными или неслучайными). ° 

Для этих ансамблей функцию Т (2), определяемую равенством 
{5. 27), представим в виде 

т-—1 m—-k 

Ч (2) = № (т) > >. Чи» (2), 

где № (т) —=т (2е)", а (8) = [4 семьи о-в] x 
x Qn Famke, fmol, рей В = 
= Ry mai = 0. Yaursrean, что (1-2) -"а, т-ьндта 4. 2(1-Ras)na << 

< 2 шах {(1 - =) -Еа, тк+0”а; 2а-Вич)та), в соответствии © выраже- 
нием (5.11) получаем следующую оценку для P(d< nd): 

т-—1 m—k 

Ра< т) < 2 (т) > > 2-а-В" пы (2-8 -- 21508; (а-801-йн)я), 
К=0 $=1 0<2<1 

где a= (1 — Нивы) п, Ви — (А — Ва, „_к1)/(1 ~ Ва, im—k+1)9 5 — 

— 6/(1 — R,, тк)» R, = (R, ~~ Rnd! (A — Во, m—1+1)° (5, 42) 

Таким образом, с учетом новых обозначений мы приходим к за- 
даче, подробно рассмотренной в разд. 5.5.1 и 5.5.2. Тогда, пол- 
ностью повторяя рассуждения, проведенные при исследовании 
случайных каскадных кодов из ансамблей типа |, получаем сле- 
дующее правило определения оценки величины 6* (В) ДлЯ случай- 
ных каскадных кодов из ансамблей Ш и ПР. Для каждой пары 

(i, k), k —=0, т—1 т— 1, =1, т— К, вычисляем Oy — 1 — 2-(1-Raz) 
и находим 6%, из равенства 

<e Spr (A,), если 85. dar (R#,); | 

(RA, — R,,)/log, (2-Fat — 1), если 8, >8вг (В). 
Этим значениям 6%» соответствуют 8$» =(1 — А, ии.1) бк, Из котО- 
рых выбираем наименьшее 0" — пп 6, = min {(1 — В, ть), 

(+, К) (4, k 
Отсюда непосредственно приходим к условиям достижения гра- 
ницы ВГ для случайных каскадных кодов из ансамблей Ши ПЕ. 

Эти условия после замены Я; и Й,; их значениями (5.42) при- 
нимают следующий вид. 
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Для каждой пары (А, #), &=0, т—1, #=1, т—Ё: 

1) либо 6, < 6вг ((А; — А„_ь.1)/(1 — Ва, и-ин)) и 

(1 — Ва, т +1) Sar (R, — Ви к+1)/(1 — Ва, т—к+1)) > opr (В); (5. 43) 

2) либо Si > ser ((R; — Rind! (A — Ва, т-и+1)) И (Аа, т-к+1 —— 
— Roger — Ray ВЛор, (27 -Ва, т-ьыа-Ва,т-кы) — 1} > 8вг (В). 

Следует отметить, что 5° не может быть больше, чем бвг (В), 

так как при Ё—0О получаем значения 61—83, рассмотренные 
в разд. 5.5.1. Более того, как было показано в гл. 3, для кас- 
кадных кодов любой структуры, определяемых нижними треуголь- 
ными матрицами H,, при т-> © верхняя оценка 5®(А) вели- 
чины 6(R) не достигает границы ВГ, т. е. 6®(В, со) < dpr(R). 

Следовательно, для каждого значения Д, начиная с некоторого 
т, условия (5. 43) достижимости границы ВГ выполнены быть не 
могут. Что касается ансамбля ТУ, то легко видеть, что определе- 
ние величины 5* для случайных каскадных кодов из этого ан- 
самбля осуществляется точно так: же, как и для кодов из ансамб- 
лей типа П. При этом, кроме замены (5. 42), использованной при 
изучении ансамблей типа (Ш, необходимо в соответствии с выра- 
жением (5. 28) ввести еще дополнительную замену ЛА,; = 
—=АА,:/(1— Вт ь1; АЙ, =АВ,/(1— В, пика). В дальнейшем ве- 
личину 5* для ансамблей типа 1, так же как и для ансамблей 
типа 1, будем обозначать $5* (А, т). Для ансамблей Ш, ИГ и ТУ, 
определяемых нижними треугольными матрицами Ну, эту вели- 

чину 5* будем обозначать 5* (В, т). 

$ 5.6. Оценка потенциальных корректирующих евойств 
каскадных кодов различного порядка 

5.6.1. Каскадные коды первого порядка 

Полученные в $8 5.5 результаты позволяют достаточно просто вы- 
числить величину $*, которая характеризует при п -»> с потен- 
циально достижимое кодовое расстояние каскадных кодов при 
заданной заранее их структуре, т. е. при заданном наборе скоро- 

стей передачи А„, Вы, #=1, т. 
Кроме того, возможны постановка и решение обратной задачи, 

заключающейся в нахождении такой структуры (или класса 
структур), при которой для заданного А достигается максималь- 
ное значение 5*, например, когда достигается граница ВГ, кото- 
рая, как было показано, не может быть превзойдена. 

Начнем с рассмотрения простейшего случая каскадных кодов 
первого порядка, для которых оценка кодового расстояния и усло- 
вия Достижения границы ВГ не зависят от того, к какому из ан- 
самблей относятся эти коды. Действительно, для ансамблей типа 
ТП и [У возможно только одно значение параметра КД (это А =0), при 
котором все формулы, определяющие $5*, совпадают с аналогич- 
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ными выражениями соответственно для, ‚Му 
кодов из ансамблей типа Ги И. Что 
касается различия между кодами из? 
ансамблей типа Ги Ц, то оно также не 
сказывается на окончательных резуль- 
татах, так как при т=4 ААа=Ани 
АА, =А, =В, что приводит к совпаде- д; 
нию величин $* и условий достижи- ~ 
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мости границы ВГ. 
Для каскадных кодов первого по- 

рядка (т=— В=В, =А„) приходим 
к сл : 'едующим результатам Gg 7; 7 

5* (В, 1) = 
Рие. 5.3. Зависимости пре- 
дельных значений A, u Ryo 
от скорости передачи К, 
при которых достигается 
граница ВГ 

бвг (В), если Аа > 

> log, 2(1 —8zr (R)); (5. 44) 

(В — R,,)/log,(2*-"a — 1)< dpr (#2), 
если В <105.2(1 —8вг(В), 

где А =А „Ва. 
Таким образом, условие достижимости границы ВГ в данном 

случае имеет вид А: > 10%. 2(1—5вг (А)), а его предельная форма 
определяется равенством 

Ry = log, 2 (1 — dsr (A). (5. 45) 
Выражение (5.44) позволяет для каждой скорости передачи В при 
заданной структуре (А: или Ви) каскадного кода первого порядка 
найти величину 8* (В, 1). Равенство (5. 45) определяет наимень- 
шее значение Ал, т.е. предельную структуру, при которой дости- 
гается граница ВГ. Значения А, определяемые (5. 45) и Вы = 
=А/А 1, приведены в табл. 5.2 и.на рис. 5.3. 

Таблица 5.2 
  

  

0,0000 0,0000 0,0000 0,3902 0,7655 0,5097 
0,0072 0,1375 0,0526 0,5310 0,8480 0,6262 
0,0290 0,2630 0,1104 0,7136 0,9260 0,7706 
0,0651 0,3785 0,1742 0,9192 0,9855 0,9327 
0,1187 0,4854 0,2446 0,9546 0,9928 0,9615 
0,1887 0,5850 0,3226 0,9792 0,9971 0,9820 
0,2781 0,6781 0,4101 1,0000 1,0000 1,0000           
  

5.6.2. Каскадные коды второго порядка 

При исследовании случайных каскадных кодов второго порядка 
ограничимся лишь кодами из ансамблей типа [ и типа Ш, отли- 

чающихся характером матриц НЯ (7 ). Для каскадных кодов второго 
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  порядка, принадлежащих ансамблям типа I, umeem 6°(R, 2)=d°= 
= min (87; 83}, где 

бвг(В), если R,, > log, 2(1 — 8sr(R)); 

t=} (R — R,,)/log, (2!-a — 1) < d8pr(R), (3. 46) 
ecou R,,< log, 2(1 —Spr(R)); 

. Sar(R,), ecau RK. > log, 2(1 — der (R,)); 

“(Ry — Rysi/log,(2!-"«: — 1), ecm R,»< log, 2(1 —8sr(Rq)); 

В=(ВА,— В.) В, | А»В»; А, = ВВ». (5.47) 

Таким образом, условия Достижимости границы ВГ в данном 
случае имеют вид 

1. Rey > log, 2(1 —8r(R)); Е» 2106.2 (1 —8вг(В)). 
‚ 2. JIn60, ecan R,o< log, 2(1—8gr(R,)), T0(R, — R,,)/log,(2!-#a: —1) > 

> ser(R). | . (5. 48) 

Предельная форма условий достижения границы ВГ, когда 
$1 = =6вг (В), определяется равенствами 

Ва=108,2 (1 — г (В)), (В, —Вр)Ловь (21-» — 1) ==8вг (В). 
- | | (5. 49) 

Как следует из условий (5. 49) и равенств (5. 47), существует беско- 
нечное множество структур каскадных кодов второго порядка (со- 
ставляющих ансамбли типа [), для которых выполняются условия 
достижимости границы ВГ в предельной форме. При этом лишь 
один из параметров, определяющих структуру каскадного кода, 
а именно В, однозначно зависит от скорости передачи А. Осталь- 
ные параметры для каждого В могут изменяться в достаточно 
широких пределах. Полную определенность структуры можно по- 
лучить, добавляя к (5. 47) и (5. 49) некоторое дополнительное усло- 
вие, например весьма естественное с практической точки зрения 
требование А =2А,„›, при котором оба внешних кода являются 
кодами РС над одним и тем же полем. 

В этом случае получаем 

Ry — log, 2 (1 — Spr (В); Ry» — Ryy/2; 

Ry=1-+ Spr (A) log, (2's — 1) Виз; (5. 50) 

Ви = R/Raa— Ry» 

так что для каждого В последовательно находим сначала Ал» 
затем А.›, В» и Ви. Результаты соответствующих расчетов приве- 
дены в табл. 
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Таблища 5.3 
  

  

              

, 5* (8.2) = | §*(R, 2)/ 
R Ray Rae Ry В» |5*(В, 2) a lay ba (В) 

0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,5000 0,5000 1,000 
0,0072 | 0,1375 | 0,0688 | 0,0273 | 0,0775 | 0,4408 0,4500 0,980 
0,0290 | 0,2630 | 0,1345 | 0,0606 | 0,4599 | 0,3851 0,4000 0,963 
0,0651 | 0,3785 | 0,1893 | 0,0969 | 0,2470 | 0,3824 0,3500 0,949 
0,1187 | 0,4854 | 0,2427 | 0,1500 | 0,3394 | 0,2844 0,3000 0,938 
0,1887 | 0,5850 | 0,2925 | 0,2090 | 0,4364 | 0,2325 0,2500 0,930 
0,2781 | 0,6781 | 0,3394 | 0,2820 | 0,5381 | 0,4849 0,2000 0,924 
0,3902 | 0,7655 | 0,3828 | 0,3741 | 0,6452 | 0,1384 0,1500 0,923 
0,5310 | 0,8480 | 0,4240 | 0,4946 | 0,7578 | 0,0925 0,1000 0,925 
0,7136 | 0,9260 | 0,4630 | 0,6654 | 0,8759 | 0,0465 0,050 0,934 
0,9192 | 0,9855 | 0,4928 | 0,8906 | 0,9747 | 0,0095 0,0100 0,952 
0,9546 | 0,9928 | 0,4964 | 0,9357 | 0,9873 | 0,0048 0,0050 0,960 
1,0000 | 1,0000 | 0,5000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 0,0000 — 

  

Для каскадных кодов второго порядка, принадлежащих ан- 
самблям типа Ш, 6* (В; 2) = 5* = пит {8}, 83, 811}, где & и 8 теже, 
что и для кодов из ансамблей типа I, т. е. определяются выра- 
жениями (5. 46), а 

(1— В,2) бвг (В — В,)/(1 — Н,.)), если 
* — (Аа — В„2)/(1 — Поз) Zz log. 2 [1 — бвг((В — Rl — R,»)) |i 

OO] (R= Ray — Rat Rys)/log, {2-(Far-Ras)-Ras) — 1), если 
(А, — В.з)/(1 — В) < 08,21 — 8вг ((В — В,)/(1 — В.) 

Величина 5*(В, 2), подсчитанная для каскадных кодов, структура 
которых приведена в табл. .5.3, для всех АВ оказывается меньше, 
чем бвг(А). Ее значения и сравнение с 5'(В, 2) =8вг(А) приве- 
дены в последних трех столбцах табл. 5.3. 

Из выражений, определяющих $, 8, 8, следует, что для ан- 
самблей типа Ш условия достижения границы BI’  co- 
стоят из условий (5.49) и дополнительного условия 3) либо 

(Ray — Resi — Raa) > log, 2{1 — Spr (FR — Rall — Ry] w(t — Bus) X 
x ar (A — Ro)(t — Ryg)) > bar (R), либо (Ryy— Rya)/(1 — Ryo) < 
Se 22[1 — dar ((R — 2А.)/(1 — В,2))] и (Е —В„— В. | R,,)/log, X 
(oe *(Ra:-Ra:)/(1—Ras) — 1} = 5} ). Соответственно предельная форма 2 opr (R 

этих условий, когда 61 =65 =61, =0вг(А), определяетея равен- 
ствами (5.49) и одним из дополнительных равенств: 

ecam (Rj, — Ry)/(1 — Rye) 2 log, 2 [1 — dar ((R — R,)(! — R,2))], то 
(1 — Поз) opr (R— R(t — Паз)) = — opr (В); 
если (А, —В.„2)/(1 — В 2) < 102, 2[1 — Sar (R— — Ra —f.,,))], то 
(А— Ли + В, - + R,»)/log, {2*— (Ray — Ваз) 1 —На) — 1} = = opr (A). 

Вопрос о возможности выполнения условий достижимости гра- 
ницы ВГ в предельной форме для случайных каскадных кодов вто- 
рого порядка из ансамблей типа (Ш исследуем для скоростей пе- 
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редачи А =0,20496, А =0,50008 и А =0,80561, при которых соот- 
ветственно Spr(R) =0,2400; 8вг(А)=0,1100 и 5вг(А)=0,0300. 

Как показали проведенные расчеты, для всех трех скоростей 
передачи и всех возможных значений В, 0< А... < Вл) имеет 

место неравенство (a 2i(1 — R,.) << log, (1 — Sgr ((R — R,)/ 
(1—R,,))), Tak что 651, определяется выражением 5, =(А — Ам — 

— R,+ R,,)/log, {277 Гага) аа) 1} правая часть которого 

во всех случаях оказывается меньше, чем 6вг(А). Но это зна- 
чит, что среди каскадных кодов второго порядка, принадлежащих 
ансамблям типа Ш, при выбранных трех скоростях передачи нет 
таких, для которых условие достижимости границы ВГ выполня- 
ется в предельной форме. 

5.6.3. Каскадные коды порядка 7% > 2 

IIpa m >2 ограничимся рассмотрением каскадных кодов, для 
которых при всех.А выполняется условие А! =А (т—#--1)/т. 

  

В этом случае все внешние коды В,,  =1, т, являются кодами РС 
над одним и тем же полем. 

Тогда для случайных каскадных кодов из ансамблей типа | 
имеем 5”(А, т) = == {5;}, где 

бвг Mo если В (т т— 1 1)/т > log, 2 (1 — dgr(R;)); 

B=} (R, — Ва (т — i+ 1)/m)/log, [2-Ratm—H09™ 1], (5.54) 
ecau R,,(m—i-+1)/m< log, 2 (1 — sgr (R,)), 

В, = Ви (В, Rs, sat +++ 2 Вы). 

Таким образом, условия достижимости границы ВГ при- 
нимают вид 

1) В: 2108.2 (1 —8вг(Ю)); 

2) для {=2,т: либо В, 12 lobe (hor )), либо (В; — 

— Ва (т — 1 тула — 1] > dar (A). 
В предельной форме, когда А„,; „‚ Принимает наименьшее значе- 

ние и 6;==dpr(R) для всех #== -1т т, эти условпя определяются 
равенствами R,, == log, 2(1 — dsr (R)), 

R, = Rj (m —i-+1)/m+ Spr (R) log, (2-Falm—F4™ 1), (5.52) 
Учитывая соотношения (0.01), последние тр— 1 соотношений 
легко разрешить относительно А’: 

В; — | + Ser (R) m log, [(21-Ва (тётя __ 1)/(2t-Rar(m—#-1)/m __ РВ 

i= 2, Me 
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Что касается величины Аз, то она определяется очевидным 

равенством 

Ry — Ат/Ё т — > В», 

$=2 

вытекающим из условия А —А.. 
Величины Аа, Вы, #=2, т, полностью характеризующие струк- 

туру каскадного кода, при условии, что А; —= Аа (т —&-- 1)/т, 
для которой достигается граница ВГ при т —3,5 и 10, приведены 

  

  

            
  

  

  

                
  

в табл. 5.4—5.6. 
Таблица 5.4 

- 

5* (В, 3 
R |dpr(R)| Ra Ry Rye Rss ts , RY 

0,0000 0,50 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 ° 
0,0072 0,45 0,1375 0,0852 0,0537 0,0189 0,9726 
0,0290 0,40 0,2630 0,1744 0,4150 0,0424 0,9496 
0,0659 0,35 0,3785 0,2664 0,1846 0,0715 0,9300 
0,1187 0,30 0,4854 0,3621 0,2632 0,1084 0,9440 _ 
0,1887 0,25 0,5850 0,4609 0,3518 0,4552 0,9045 
0,2781 0,20 0,6781 0,5627 0,4545 0,2160 0,8928 
0,3902 0,15 0,7655 0,6677 0,5640 0,2975 0,8886 
0,5310 0,10 0,8480 0,7755 0;6910 0,4120 0,8906 
0,7136 0,05 0,9260 0,8863 0,8352 0,5903 0,9027 
0,9492 0,01 0,9855 0,9770 0,9652, 0,8560 0,9329 
0,9546 0,00 0,9928 0 9885 0,9826 0,9136 0,9423 
1,0000 0,00 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 — 

Примечание. т=3. 

Таблица 5.5 

56* (В, 5 
в [г (®)| Ва | Вы | Вы | В | Вы | № | им 

0,0000] 0,500 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 1,0000 
0,0072 | 0,450 | 0,1375 | 0,0943 | 0,0734 | 0,0538 | 0,0333 | 0,0116 0,9668 
0,0290] 0,400 | 0,2630 | 0,1849 | 0,1522 | 0,1154 | 0,0737 | 0,0259 0,9386 
0.0659 | 0,350 | 0,3785 | 0,2806 | 0,2372 | 0,1854 | 0,1227 | 0,0451 0,9139 
0,4487 | 0,300 | 0,4854 | 0,3784 | 0,3282 | 0,2646 | 0,1819 | 0,0698 0,8930 
0,1887 | 0,250 | 0,5850 | 0,4779 | 0,4250 | 0,3539 | 0,2537 | 0,1025 0,8759 
0,2781 | 0,200 | 0,6784 | 0,5792 | 0,5277 | 0,4543 | 0,3446 | 0,1475 0,8629 
0,3902 | 0,150 | 0,7655 | 0,6822 | 0,6365 | 0,5672 | 0,4505 0,2420 0,8550 
0,5310 | 0,100 | 0,8480 | 0,7867 | 0,7544 | 0,6944 | 0,5874 | 0,3114 0,8546 
0,7436 | 0,050 | 0,9260 | 0,8926 | 0,8725 | 0,8378 | 0,7640 | 0,4863 0,8681 
0,9492] 0,040 |0,9855 | 0,9784 | 0,9740 | 0,9659 | 0,9466 | 0,7987 0,9094 
0.9546 | 0,005 10,9928 | 0,9892 | 0,9870 | 0,9828 | 0,9729 | 0,8757 0,9230 
1,0000 | 0,000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 — 

\ 

Примечание. т=5. 

9 Э. Л. Блох, В. В. Зяблов 129



9686°0 

 
 

                          

9680 
|
 

0208°0 | 
9676°0 | 

8896°0 | 
69L6‘0 | 

9786°0 | 
5786°0 | 

2986°0 | 
LL86°0 

8886'0 
8266'0 | 

coo0‘o | 
9766'0 

06/8‘0’ 
| 

#769°0 | 
1е06°0 | 

6856°0 | 
7796‘ | 

1Е96'0 | 
2896°0 | 

9546°0 | 
3/60 

9/16°0 
| 

€646'0 
| 

SS86'0 
| 

O10'O | 
26160 

5
8
9
 

|
 
576‘ | 

1069°0 | 
598/'0 | 

з
т
о
 
| 

19z8'0 | 
76¥8"0 | 

z998‘0 | 
8828'0 

1888‘0 | 
9968‘0 | 

09560 | 
0°0°0 | 

98.0 

7130 
|
 

976РО | 
9/70 | 

1676°0 | 
0559°0 | 

09/9`0 
eziz'o | 

conzto 
| 

559/°0 
| 

96/0 
| 

8860 
| 

0878‘0 | 
0070 | 

0785'0 

eezs'o 
|
 

0УСРО | 
00080 | 

З
О
 

16е7‘0 | 
/656°0 | 

8886°0 | 
8529`0 | 

209°0 | 
85/9'0 | 

9769‘ | 
99/'0 | 

оро | 
2068'0 

-egeg‘o 
|
 

6580°0 | 
$
5
0
 

290е°о | 
0116°0 | 

55е7'0 | 
59/5°о | 

исте‘о | 
8576‘ | 

$898‘0 | 
т068‘о | 

7819'0 
002°0 

18/20 

7708‘0 
| 

6560`0 
с
в
о
 

16220 | 
16850 | 

2еее‘о | 
97/8‘ | 

6607‘0 | 
тотио | 

7997°0 | 
76870 | 

0989‘ | 
0950 | 

288T'0 

09/809 
|
 

050°0 | 
22ото | 

тасго | 
9305°0 | 

1972°0 | 
982°0 | 

суре'о | 
<<у6‘0 | 

11980 
9688°0 | 

79870 | 
008“0 | 

18770 

2
0
6
0
.
 
| 

7520°0 
|8/990‘0 | 

56079 | 
00%ГО. 

Сиро | 
96610 | 

ссс2‘о | 
06750 | 

10/5°0 | 
9065°0 | 

°818'0 | 
056‘0 | 

6990°0 

eoes‘o 
|
 
0е‘о 

|98850°0 
|09290°о 

|98780°0 | 
290т0 | 

<95РО | 
987ГО 

80970 | 
7/17°0 | 

926то 
|.0895°0 | 

0070 | 
0650`0 

ezaqg'o 
|
 

5900°9 | 
8810°0 | 

7650°0 | 
/680°0 | 

8670°0 | 
9650°0 | 

7690°0 | 
5820°0 | 

2280°0 
3660°0 | 

с
/
о
 
| 

0570 | 
5200`0 

0000‘ 
`|.0000°0 | 

0000°о | 
0000°0 | 

0000°0 | 
0000°0 | 

0000°0 | 
0000°0 | 

0000°0 | 
0000°0 

0000°0 | 
0000'0 

| 
0050 

| 
0000°0 

any 
ee 

om 
| 

omy |
 

eta | 
eter 

|
 

oe 
|
 

мы 
|
 

ae 
fete 

| 
te 

|
 

Me 
| 

Ma 
fae) 

н 

 
 

9*© 
э
м
и
г
о
в
Т
 

130



Если обратиться теперь к каскадным кодам этой же структуры, 

но принадлежащим ансамблям типа ПП, то к выражениям (5. 52), 

отвечающим &—0, следует добавить полученные в разд. 9.5.3 

соотношения для 6, kK=1,m—i1,i=1,m—k,u B качестве 

5*(В, т) выбрать 5*(В, т) = пм {8вг (В), 8;»}. Нетрудно убедиться, 

что в данном случае при всех А, —=1, т — 1, #5=1;т—, 

~ Ry (m—k — i +1) — (Ror + Ro, tat ++ +o, mx) st — Sal 
ik т — log, [2!-Rai(m—k-#41) (mR Ras) — 1] 
  

и принимает наименьшее значение при & = т —1 и #=1. Поэтому 
для определения 5*(В, т) нет необходимости вычислять бк Для 
всех фи А. Достаточно найти лишь 

та = А,4 (1 — Вы) т" {— юра [21а (т (#0 ва: — 1] (5.58) 

и положить 6“ (В, т) = пуп {6вг (В), 81. „-}. 
Вычисления, проведенные по формуле (5.53), показали, что 

5* „1 < 8вг(В), так что окончательно имеем 5*(В, т) =, т-1.. 
Значения 6 (В, т) и отношение 5" (В, т)/8* (В, т) =5* (В, т)/бвг(В) 
для т=—3, 5 и 10 приведены в’ табл 5.4—5.6. Как видно из этих 
таблиц и табл. 5.3, для каждого’ А:(0<А< 1) отношение 
5* (В, т)/бвг(В) убывает с увеличением порядка т каскадного 
кода. При фиксированном т это отношение достигает минимума 
при средних значениях А (0,393 < R< 0,55). 

5.6.4. Каскадные коды бесконечного порядка 

Переходя к рассмотрению предельного случая, когда т—> <, 
так же, каки в гл. 3, обозначим А; =, а А„==у. Тогда для 
случайных каскадных кодов бесконечного порядка из ансамблей 

° я 

типа [ имеем 8*(В, т) = 5 = min {5%}, где х= А; В, = | ydz; 
0<7< IX $ 

Ах, — R,, 

+ Sar (R,) upu x >log,2(1 —ssr(R,)); 

*"~ | (R, — 2)/log,(2°* — 1) npa x< log, 2(1 — Ser (R,)). 

Таким образом, условия достижимости границы ВГ прини- 
мают вид 

1) 2% > log, 2(1 —8ar(R)); 
2) для всех r<iz, ando x Dlog,2(1—Sdsr(R,)), либо, если 

х < 105.2 (1 — 8вг(В,)), (В, — 2) ов. (27 * —1) 28вг(Ё), а их пре- 
дельная форма, когда при всех х— 0% —=6вг(1), определяется 
равенствами 

Ty = log, 2(1 — Sar (R)), 

(R,, — 2)/log, (2! — 1) = Sar (R). (5. 54) 
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Так как при z—2Z, первое и второе равенства эквивалентны, то 
можно ограничиться одним выражением, которое запишем в виде 

| уах — х | Пос (2* — 1) =ьг(В), О<5< а. (5.55) 
0 

Равенство (5. 55) позволяет определить предельную структуру 
каскадных кодов бесконечного порядка из ансамблей типа [, для 
которых достигается граница ВГ. 

Для нахождений этой структуры, т. е. для определения функ- 
ции у=у (1), перепишем (5. 55) в виде 

& 

| ydz — = dpr (R) log, (2"-* — 1), 
0 

после дифференцирования по х и простых преобразований полу- 
чаем 

y = 1 — dpr (R) 22-7 /(2!-* — 1). (5. 56) 

Отсюда с учетом равенства (5. 54) следует, что при х =, Y =Yy =0; 
кроме того, при 5 =0 у(0) =у„„: =1—2%вг (В). Напомним, что коды 
бесконечного порядка структуры (5. 56) рассматривались в гл. 3, 
где эта структура была названа структурой С. Было показано, 
что для каскадных кодов бесконечного порядка структуры С, оп- 
ределяемых произвольной невырожденной матрицей Ну, верхняя 
оценка 5’ (В, со) совпадает с границей ВГ. 

Таким образом, для этих кодов получаем $5 (В, со) =5$’(В, со) = 
=Spr (В). Учитывая, что $¢(R, со) представляет собой оценку ве- 
личины 6 (А), достижимую в ансамбле случайных каскадных кодов, 

а 5?’ (В, со) является верхней оценкой (превзойти которую $ (В) 
не может), приходим к весьма важному выводу о том, что среди ка- 
скадных кодов бесконечного порядка, определяемых невырожден- 
ными матрицами Н(’), есть такие (это коды структуры С), для 
которых величина $ (В) асимптотически (при п, —> © и п, —> 00) 

точно совпадает с границей ВГ, т. е. таких, для которых $ (А) = 
—=фвг(А). 

Следует отметить, что это единственный из известных в настоя- 
щее время случай корректирующих двоичных блочных кодов, для 
которых асимптотически точно известно кодовое расстояние, сов- 
падающее с границей ВГ. 

Рассмотрим теперь каскадные коды бесконечного порядка из 
ансамблей типа ПП, для которых в соответствии с принятыми 
В этом разделе обозначениями имеем ” 

0" (А, со) — 0 — min {83, ty, 
0<15<4, 
0х 
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rye 
{ 

(1 —t)8nn ( 9" | ye) 
t 

upu (z —t)/(1 —t) > log, 2 | -— opr (« —ty* и ; 
t 

А
т
 

Oz, {= / 

|| ydx — x ) | log, (2!-(#-#)/(-4) — 1) 
} 

  | upu (x —t)/(1 —t)< log, 2 | — dgr (« —t) ( я] . 

(5.57) 

Как было показано в гл. 3, для каскадных кодов бесконечного по- 

рядка, определяемых невырожденными нижними треугольными 

матрицами НО), верхняя оценка 5c?) (В, со) величины 8 (А) при 

любой структуре каскадного кода не достигает границы ВГ. По- 

этому ясно, что в рассматриваемом случае при любой структуре 

(в том числе и при структуре С) 55(В, со) < &вг(В). В то же время 

несомненный интерес представляет значение 5*(А, со) для каскад- 

ных кодов, структура которых максимизирует верхнюю оценку 

кодового расстояния. Такая структура была найдена в разд. 3.4.4 

и названа структурой В. 
Структура В определяется равенством у = 1 — 269(R, со)/(1 — 2), 

где верхняя оценка 5 (В, ©) < 8вг (В) приведена в табл. 3. И. 

Можно показать, что для структуры В при всех хи 0<1< 1 

t 

так что величины 9»; в соответствии с (5.57) определяются 
равенством 

zt -( (1 — 2847 (В, оо) {4 — 2) аз — 2 + : | log, (22-10-49) — 1), 
t 

которое после интегрирования и простых преобразований прини- 

Maet Bun, 5%, ¢ = 265" (В, со) ш (1 — (2 — В/4 — 8)Пов, (2-@-91а-9 — 1), 
Последнее выражение принимает наименьшее значение при 

(&—1/(1 —#—=0, причем min (8%, 4} = 5$? (R, 0). 

Таким образом, в данном случае получаем 6 (В, со) = 5? (В, ©) 
< $вг(В). Это означает, что и ансамбли типа Ш содержат кас- 
кадные коды бесконечного порядка такой структуры (структуры ВБ), 
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для которых асимптотически точно известно кодовое расстояние. 
Причем в данном случае (в отличие от ансамблей типа Г) это ко- 
довое расстояние не достигает границы ВГ. 

Как показали проведенные расчеты для всех А: 0О«%В<1 
56 (В, со) < 5%(В, со). Сравнение 6¢(R, 0) и 8%(В, с) с 8вг(В) 
‚приведено в табл. 0.7. 

  

  

Таблица 5.7 

— 8 — 8 — — 8 — 8 — 
R RS RS -& R RS oR „а 

ey ae Я. “Ee ee м, 
oa хоз ха 59 oo хо В ха № 

> имо г ww (> we > LO © 

0,0000 | 0,500 1,000 1.000 0,3902 | 0,150] 0,782 0,866 
0,0072 | 0,450 0,958 0,981 0,5310 | 0,100] 0,760 0,844 
0,0290 | 0,400 0,924 0,962 0,7136 | 0,0501 0,740 0,838 
0,0659 | 0,350 0,888 0,943 0,9192 | 0,0101 0,725 0,774 
0,1187 | 0,300 0,858 0,924 0,9540 1 0,005| 0,723 0,758 
9,1887 | 0,250 0,830 0,905 1,0000 | 0,000| 0,721 0,732 
0,2180 | 0,200 0,805 0,887               
  

5.6.5. Оценка экспоненты вероятности 
ошибочного декодирования 

Потенциальные корректирующие свойства кода, характеризуе- 
мые вероятностью ошибочного декодирования в ДСК без памяти, 
реализуются при декодировании по минимуму расстояния. 

При изучении вероятности ошибочного декодирования в ДСК 
без памяти ограничимся рассмотрением елучайных каскадных ко- 
дов только из ансамблей типа Г, для которых в разд. 5.4.2 были най- 
дены оценки производящей функции среднего спектра весов. 

Используя выражение (5. 5) и повторяя рассуждения разд. 5.5.1, 
получаем для каскадных кодов из ансамблей типа [ следующую 
оценку: 

т 

№ (nw) < > inf (v, (z)/2"”} < > Dal F,(w)+(ngtlogsk,(m, па, np))in) (5. 08) 
0<z . $21 $=1 

где о =и/п < 0,5, № (по) — среднее по ансамблю число кодовых 
слов веса on=w >), 

Е Ел (в) =Н (в) —(1—2;) при оо; 
do) = F , (wo) = —o log, (2!- ®as — 1)— R,,4-R, upn o<a,, 

o,= 1 — 2-(1-Fai), 

(5. 59) 

Дальнейшее исследование спектра весов будем проводить лишь 
для кодов, у которых выполнены условия Достижения границы 
ВГ, так что ® > 8вг (В)- 
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При этих ограничениях легко. видеть, что F, (w) > F, (0), 
}=2, т. Следовательно, из (5. 58) и (5. 59), учитывая, что А, =А, 
получаем 

N (nw) < тоН(о)-(1-Е)+(я6+108: К, (т, па, пь)) т], . (5. 60) 

Нетрудно убедиться в том, что (5. 60) имеет. место и при ® > 0,5. 
Отсюда непосредственно вытекает следующее утверждение. 

Утверждение 5.15. В ансамблях (типа Г) случайных каскадных 
кодов произвольного порядка, для которых выполняются условия 
достижимости границы ВГ, существуют каскадные коды со спек- 
тром ‘весов, удовлетворяющим условиям 

М (по) =0 при Оо 8вг(А); 

М (по) < 2" ®)-0-)+001)] при ® D> Ser (A). 

Из утверждения 5.15 следует, что такие коды в ДСК без па- 
мяти будут иметь экспоненту вероятности ошибки, соответствую- 
щую утверждению 1.2 (гл. 1), т. е. экспоненту F, (A), лучшую из 
известных. 

Особый интерес представляют каскадные коды бесконечного 
порядка структуры С. Для них, с одной стороны, достижимы гра- 
ница ВГ и экспонента Е, (В). С другой стороны, среди них нет 
кодов, которые асимптотически превышали бы границу ВГ, а сле- 
довательно, они не могут иметь экспоненту, асимптотически луч- 
шую, чем экспонента Е, (В). Таким образом, граница ВГ и экспо- 
нента Ё, (В) асимптотически точно описывают потенциальные кор- 
ректирующие свойства каскадных кодов бесконечного порядка 
структуры С из ансамблей типа Г. 

$5.7. Сравнение потенциальных и реализуемых 
корректирующих свойств каскадных кодов 

5.7.1. Принципы сравнения потенциальных и реализуемых 
характеристик 

При сравнении потенциальных и реализуемых при каскадном 
декодировании корректирующих свойств каскадных кодов особую 
роль играют ансамбли случайных каскадных кодов, для которых 
внутренние коды ‘определяются неслучайной матрицей С, (или 
Но=б5'), одной и той же для всех }, а внешние коды представляют 
собой случайные коды РС. 

Дело в том; что для каскадных кодов из таких ансамблей изве- 
стны характеристики как внешних, так и внутренних кодов, что 
позвёляет для каждого кода из ансамбля оценить реализуемые при 
каскадном декодировании корректирующие характеристики. Та- 
ким образом, в этом случае мы можем сравнивать между собой по- 
тенциальные и реализуемые корректирующие свойства одних и 
тех же каскадных кодов. В то же время ясно, что выбирая в ка- 
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честве кодирующей матрицы неслучайную матрицу, нельзя ожи- 
дать сколько-нибудь интересных результатов, не подчиняя ее 
специальным ограничениям. Так же, каки при выборе в качестве 
внешних неслучайных кодов мы останавливались на весьма «хо- 
роших» кодах РС, так и теперь при выборе неслучайных внутрен- 
них кодов будем в качестве матрицы @, выбирать такую, которая 
гарантирует достаточно хороший спектр весов кодовых слов вну- 
тренних кодов. Кроме того, матрица @, должна быть такой, чтобы 
для определяемых ею ансамблей каскадных кодов можно было оце- 
нить средние по ансамблю (т. е. потенциально достижимые) кор- 
ректирующие свойства. Всем этим требованиям отвечает матрица 

о› Удовлетворяющая условиям утверждения 5.2, приведенного 
в разд. 5.2.4. 

Таким образом, сопоставление потенциальных и реализуемых 
свойств каскадных кодов может быть проведено для случайных 
кодов, составляющих ансамбль Ги определяемых неслучайной 
матрицей Н,=(.' и случайным кодом РС. 

Учитывая, что корректирующие свойства каскадных кодов за- 
висят также и от их структуры, сравнение потенциальных и рез- 
лизуемых характеристик следует производить для кодов одинако- 
вой структуры. : 

В качестве характерных структур выберем структуру, максими- 
зирующую реализуемое кодовое расстояние каскадного кода (струк- 
тура 4) и структуру, максимизирующую потенциально достижи- 
мое кодовое расстояние (структура С). 

Что касается порядка т каскадных кодов, то для сокращения 
объема ограничимся двумя крайними случаями: т={ и т=о. 

5.7.2. Каскадные коды первого порядка 

Для каскадных кодов первого порядка, определяемых внутренним 
кодом с кодовым расстоянием, лежащим на границе ВГ, и внешним 
кодом, являющимся случайным кодом РС, потенциально достижи- 
мое кодовое расстояние определяется величиной 

бвг (Е), если В, > log, 2(1 —Sspr(R)); 

=| ip Reaylogs #011, coan Re, 2—8 
Реализуемое кодовое расстояние такого кода при использова- 

нии каскадного декодирования, как было показано в гл. 4, совпа- 
дает с нижней оценкой кодового расстояния, которая определя- 
ется величиной 5" (В, 1) =(1—В/В.1) Ser (Вл). Величины Вл и 
Пи, характеризующие структуру А, максимизирующую 5“ (В, 1) 
(заимствованные из табл. 3.1), показаны на рис. 5.4. Как видно из 
этого рисунка, для структуры А, при всех В 0<«А<1 В < 

Аи, в то время как для структуры С, максимизирующей 
5* (В, 1) (см. рис. 5.3), В, > Ви. Результаты расчетов 8* (R, 1) 
и 5"? (В, 1) для структур А и С приведены на рис. 5.5, из кото- 
рого видно, что различие между 64(А, 1) и 5 (В, 1) немвого 
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меньше, чем между 66 (В, 1) =8вг (А) 4,,% 
5 (В, 1), причем 85(В, 1)< „„|- 

< 8 (R, 1). | 
Сравнение потенциально достижи- 

мой и реализуемой экспоненты ве- 
роятности ошибки в ДСК без памяти 
проведем лишь для кодов структу- 4 
ры С, для которой, как было показано 
в разд. 5.7.1, потенциально достижи- 
мая экспонента совпадает с экспо- 
нентой Е, (В): Ес (В, 1)=E£, (R). 

Реализуемая при каскадном де- 7 
кодировании экспонента EL (А, 1) 

в соответствии с р озультатами гл. 4 Рие. 5.4. Зависимость значе- 
определяется равенством Е“? (А,1)= ний в ‚и В», соответствую- 
—=(1—А/А„.) Е, (В„1), справедливым щих структуре А, от скорости 
для каскадных кодов первого порядка передачи А 
любой структуры, втом числе и струк- 
тур А иС. Сравнение Ес (В, 1) с Е? (В, 1) дано на рис. 5.6, на ко- 
тором приведена также реализуемая экспонента для структуры 
АЕ’ (В, 1), которая при всех В (0 < В < 1) превосходит экспо- 
ненту Е (В, 1). 
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5.7.3. Каскадные коды бесконечного порядка - 

Для каскадных кодов бесконечного порядка структуры С, как 
было показано в разд. 5.4.6, 5 (В, со) =6вг (В), т. е. потенциально 
достижимое кодовое расстояние достигает границы ВГ. Реализуе- 
мое при каскадном декодировании кодовое расстояние, совпадаю- 
щее с его нижней оценкой $“? (В, с), в соответствии с результа- 
тами гл. 3 для каскадных кодов бесконечного порядка структуры С 
определяется равенством 8! (А, ©)==6вг (12.), где 2х ==108, Х 
Хх (1 —6вг(В)). 

Что касается каскадных кодов бесконечного порядка струк- 
туры А, то для них, как было показано в гл. 3, верхняя и нижняя 
оценки кодового расстояния асимптотически совпадают, и так как 
во всех случаях 6“"? (В, т) < 5" (В, т) < 5" (В, т), то отсюда следует, 
что для структуры А 5 (В, о) =84(В, с), где в соответствии с ре- 
зультатами гл. 3 64°(R, co)—dgr(z,), причем теперь скорости 
передачи А и т, =А,, связаны соотношением 

В = — d8r (4) \ 5 
0 

ax 

вг(7) ° 
  

Таким образом, для каскадных кодов бесконечного порядка 
структуры А реализуемое при каскадном декодировании кодовое 
расстояние совпадает с потенциально достижимым, которое, в свою 
очередь, является асимптотически истинным кодовым расстоянием. 
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Рис. 5.5. Нижние и средние оценки кодового расстояния каскадных кодов. 
первого порядка структур А иС 

Рис. 5.6. Нижние оценки экспоненты вероятности неправильного декодн- 
рования каскадных кодов первого порядка структур А (EX (R, 1)) 

( . 
и С (Е (А, 1)) и среднее по ансамблю значение экспоненты вероятности 
неправильного декодирования структуры С (Её (А, 1)) в ДСК без памяти с 
e=0,01 
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Рис. 5.7. Нижние и средние по ансамблю оценки кодового расстояния кас- 
кадного кода бесконечного порядка структур Аи С 

Рис. 5.8. Средняя по ансамблю (ЕС (В, ©)) и реализуемая при каскад- 
ном декодировании (Е (Д, ®)) экспоненты вероятности неправильного 
декодирования каскадных кодов бесконечного порядка структуры С в 
ДСК без памяти с ве = 0,01



Отстода следует, что для ‘каскадных кодов структуры А достаточно 
большого порядка следует использовать только каскадное декоди- 
рование, которое значительно проще декодирования по макси- 
муму правдоподобия. Результаты соответствующих расчетов при- 
ведены на рис. 5.7. 

Потенциально достижимая экспонента вероятности ошибки 
в ДСЁЕ без памяти для каскадных кодов бесконечного порядка 
структуры С, как было указано в разд. 5.7.1, совпадает с экспонен- 
той Ё, (В) и является асимптотически точной. Таким образом, 
Еф (В, <) =Е‹ (В). Реализуемая при каскадном декодировании 
экспонента в соответствии с результатами гл. 4 определяется ра- 
венством Е (В, со) = Ё, (то), O0<R<C™ (ec), rae х, =102.(2 Ж 
x (1 — spr (R))), C™ (e) = 1 — H(t. — 27-6 (9), С (5) — пропускная 
способность ДСК без памяти. 

Результаты соответствующих расчетов в предположении, что 
вероятность одиночной ошибки в ДСК без памяти равна в =0,01, 
представлены на рис. 5.8.



Глава 6 

ПРОБЛЕМЫ СЛОЖНОСТИ 

В ТЕОРИИ КОРРЕКТИРУЮЩИХ КОДОВ 

  

` 

‘По-видимому, многие специалисты согласятся, что основными 
проблемами теории корректирующих кодов являются построение 
кодов с хорошими корректирующими свойствами, кодирование и 
декодирование таких кодов. При этом исследователи уже давно не 
удовлетворялись лишь описанием методов построения, кодирова- 
ния и декодирования, а пытались оценить и сложность этих мето- 
дов (хотя бы на интуитивном уровне понимания сложности). Но 
только в последнее время проблемы сложности стали выдвигаться 
на первый план, и сейчас с полным правом их можно отнести 
к стержневым проблемам теории корректирующих кодов. Ко- 
нечно, традиционные вопросы и вопросы сложности сильно пере- 
плетены, что оказывается весьма полезным, ибо, как часто случа- 
ется, разнообразие подходов привело к значительным успехам и 
в той и в другой области. При этом, к сожалению, сложностные 
постановки задач`не имеют той завидной четкости и строгости тра- 
диционных задач. Отсутствие универсальной меры привело к боль- 
шому разнообразию уже введенных количественных характери- 
стик сложности. Такое разнообразие хотя и отражает истинное 
положение дел (каждого исследователя волнует своя сложность), 
но затрудняет сравнение различных результатов. Качественные и 
количественные выводы могут быть сделаны лишь на основании 
малого числа заранее выбранных и строго определенных коли- 
чественных характеристик сложности. ° 

Цель настоящей главы — осмыслить и по возможности строго 
и единообразно изложить Достижения и успехи в решении «слож- 
ностных» проблем теории двоичных блочных кодов. При этом 
будет подчеркнута существенная роль каскадных методов в ре- 
шении этих задач. Заметим, однако, что в существенной степени 
полученные результаты носят асимптотический характер — ка- 
чественные выводы верны лишь при больших кодовых длинах, и, 
к сожалению, мало точных утверждений можно сделать о конкрет- 
ных кодах фиксированной длины, хотя именно эта задача практи- 
чески наиболее важна. Но это общее свойство «сложностных» во- 

просов любой теории, так как при фиксированных длинах надо 

учитывать слишком много частностей, не оказывающих влияние 
на асимптотические результаты. 

Для большей четкости и определенности сузим круг рассма- 

триваемых проблем, ограничиваясь только случаем двоичных 

блоковых кодов и только кодовым расстоянием и экспонентой ве- 
роятности неправильного декодирования в канале без памяти 
в качестве характеристик корректирующей способности в канале 

без памяти, а также проанализируем далеко не все меры слож; 
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ности, которые могли бы быть использованы в теории кодирова- 

ния. 
Опишем вкратце последовательность изложения материала. 

В $ 6.1 вводятся основные понятия и определения, используемые 

при анализе проблемы сложности в теории кодирования. Проблемы 

задания последовательности асимптотически «хороших» кодов и 
сложности реализации их кодирования и декодирования при 

оценке корректирующих свойств кратностью исправляемых оши- 

бок исследованы в $ 6.2. Случай оценки корректирующих свойств 

вероятностью ошибочного декодирования исследован в $ 6.3. 

В целом в настоящей главе решается задача сложности реали- 

зации помехоустойчивого кодирования, которая позволяет опре- 

делить место каскадных кодов в общей теории корректирующих 

кодов. 

$ 6.1. Коды фиксированной длины 

6.1.1. Кодирование и декодирование 

В дальнейшем рассматриваются двоичные коды длины И с0 ско- 

ростью передачи В, и с кодовым расстоянием 4=5, ® или экспо- 

нентой вероятности неправильного декодирования EL, в ДСК без 

памяти с вероятностью ошибки в символе ге. Для простоты изло- 

жения будем считать, что пВ, и п, — целое числа. Множество 
кодовых слов будем обозначать через А (В,, 8,, Е„), а. множество 
всех двоичных слов длины ий — через {0, 1}". 

Ясно, что множество кодовых слов А (R,, 5, £,) может быть 

перенумеровано многими различными способами посредетвом мно- 

жества {0, 1 }"Ё» всех последовательностей длины ПН, Любое взаи- 

мооднозначное отображение 

фи: (0, 1}"Е* <> А(В,, 6, Е,) (6.1) 

назовем кодированием кода А (В, 8, Е„). Нетрудно видеть, что 

всего имеется 2”""! различных кодирований фиксированного кода 

A (R,, 8, Е). 
При исследовании декодирования ограничимся случаем, когда 

на вход декодера может поступить'любое двоичное слово длины п. 

Поэтому под декодированием будем понимать некоторую функцию 

вида 

фи: (0, 1}" > А(В» 8» Е,), — (6.2) 

где выбор функции ф„ определяется поставленной задачей. В даль- 

нейшем ограничимся лишь следующими видами Декодирования: 

декодирование по минимуму расстояния, Декодирование с Т- 

реализацией кодового расстояния и декодирование с Т-реализа- 

циеи экспоненты Ё,. 
Декодирование по минимуму расстояния задается любой функ- 

цией {„, такой, что кодовое слово ф, (1) находится от принятого 
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велова х не дальше (в смысле расстояния Хэмминга), чем любое 
другое кодовое слово. Обозначим через множество всех функ- 
ций, задающих декодирование по минимуму расстояние. Очевидно, 
uo © 6 QW тогда и только тогда, когда истинна формула 

(Уз: Е {0, 1}") (Уу:у6А(Е,, 8, Е,)) (4 (2, $,(2)) <а(х, y)), (6.3) 
где 4 (х, у) — расстояние Хэмминга между словами 5 и у. Напом- 
ним, что при декодировании по минимуму расстояния реализуется 
лучшая для данного кода экспонента вероятности неправильного 
декодирования Ё„, а поэтому декодирование по минимуму расстоя- 
ния будем также называть с 1=1 1-реализацией экспоненты Ё.. 

Декодирование с 1-реализацией (0 < 1< 1) кодового расстоя- 
ния задается любой функцией {ф,, такой, что кодовое слово ф, (5) 
совпадает с результатом декодирования по минимуму расстояния, 
когда расстояние от принятого слова х до $,(1) менее, чем 
15,п/2. Обозначим через 9%, множество всех функций, задающих де- 
кодирование с 1-реализацией кодового расстояния. Очевидно, 
что ф, С 9% тогда и только тогда, когда истинна формула 

(Уз: 26 {0, 1}") (4(=, ф» (2)) < 18/2) > ($, (=) = $» (=2)), (6.4) 
где $. 65%. 

Отметим, что 9%, 2 9Х и из 11«\1» следует включение 9 > 
—9... Декодирование с 1-реализацией экспоненты Ё„ задается 
любой функцией {,, такой, что вероятность Р, неправильного деко- 
дирования удовлетворяет соотношению 

Р.= > Р(у)Р(ф(2) 7-у) <«ехр(—пЕл}, | (6. 5) 
yGA(R,b,Ex) 

где Р (у) — вероятность передачи кодового слова у, аР ($(1)52у) — 
вероятность, что ф (5)-у при условии, что по каналу без памяти 
было передано кодовое слово у. Обозначим через Me множество 
всех функций, задающих декодирование с 1-реализацией экспо- 
ненты Ё,„. Отметим, что и в этом случае 92 9% и из 1. <Т, 

Е Е 
следует включение 94%, > 9... 

6.1.2. Сложность кодирования и декодирования 

Сложность кодирования и декодирования определим как сложность 
реализации соответствующих функций на схемах из функциональ- 
ных элементов. Описание схемы из функциональных элементов и 
определение ее сложности даны в гл. 1. 
° Отметим, что для оцисания схемы (под описанием схемы пони- 
мается последовательность двоичных символов, которая одно- 
значно определяет направленный граф и функциональные эле- 
менты в его вершинах) достаточно с (М-ЕМ-ЕЕ (5)) 10 (М--М-- 
--С (5)) двоичных символов, где с — некоторая константа (так как 
все оценки в настоящей главе приводим с точностью до мультипли- 
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кативных констант, то всюду в дальнейшем эти константы будем 
обозначать одной и той же буквой с). Действительно, всего в схеме 
N+M-+L (S) вершин, их можно перенумеровать с помощью 
двоичных последовательностей длины с (М-+М-Е (5)). Чтобы опи- 
сать схему для каждой вершины, мы должны указать, является ли 
она входной, выходной или функциональной; какой элемент в ней 
находится; из каких вершин в нее входят ребра. Поскольку и число 
входящих в вершину ребер, и число различных функциональных 
элементов ограничено; то каждая такая вершина требует для 
своего описания не более с 1ос (М--М-Е (5)) двоичных символов, 
а следовательно, и вся схема описывается посредством не более 
чем с (М-ЕМ-Е (S)) log (N+M-+Z (S)) двоичных символов. 
Всюду в дальнейшем будем иметь в виду подобное описание 
схемы. . - 

Рассмотрим теперь некоторый класс функций Ф ={}}. В отли- 
чие от теории управляющих схем, в которой обычно интересуются 
реализацией всех функций из одного класса, а тем самым функцией 
с наиболее сложной реализацией, в теории кодирования интере- 

суются реализацией какой-либо функции из данного класса, а тем 
Самым функцией с наиболее простой реализацией, т. е. величиной 

х (Ф) = minx, ` (6.6) 
fE® 

К примеру, CymectByet MHOTO KoqupoBaHnit Kona A (R,, 5,, £,)- 
Нас, конечно, интересует кодирование этого кода, реализуемое 
с минимальной сложностью. 

— 

6.1.3. Система вложенных кодов 

В этом разделе вновь возвращаемся к системе вложенных кодов, 
которая уже неоднократно исследовалась в предыдущих главах. 
В системе вложенных кодов речь идет уже не об отдельном коде 
длины п, а по существу о наборе кодов длины п со всеми возмож- 
ными различными скоростями передачи 

‘=(n—i)/n, i=1, n, (6. 7) 

и при этом А(В+, &, Е) А(В 69, Е. Поэтому имеют 

место неравенства 8: <6:+, Е < Е#*1. Обозначим через Ау систему 
вложенных кодов длины п, а через 4; — ее {-й подкод, т. е. 

A(R;j, 8), Ei). . | 
Под кодированием системы вложенных кодов будем понимать 

любую взаимооднозначную функцию ф„: {0, 1 }" -> {0,1}", такую, 

что все слова длины п, содержащие нули на последних $ позициях 
для любого #, отображаются в слова кода А”. Таким образом, 

функция ф, задает кодирование сразу для всех кодов А;, &=1, п —1, 
семейства. 
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Сложность кодирования системы вложенных кодов в соответ- 

ствии с определениями разд. 6.1.2 будет определяться как 

x(®,) = min x(¢,), (6. 8) 
enEPn 

где Ф, — множество всех функций {$}, реализующих кодирова- 
ние данной системы вложенных кодов. 

Рассмотрим декодирование системы вложенных кодов. Каж- 
дый из подкодов А” декодируется отдельно, но в то же время при 
декодировании подкода А” мы, как правило, уже знаем результаты 
декодирований А”, $< $. Таким образом, под декодированием 

кода А” будем понимать функцию 

b,:{0, 1)" x АХ 48 Х ... ХА, > Ау (6. 9) 

где выбор функции ф, определяется поставленной задачей. Как и 

в разд. 6.1.1 ограничимся лишь следующими видами декодирова- 
ния: декодирование по минимуму расстояния, декодирование 
с 1-реализацией кодового расстояния и декодирование с 1-реали- 
зацией экспоненты. 

Во многих практически и теоретически интересных случаях 
декодирование системы вложенных кодов осуществляется после- 
довательно, т. е. сначала декодируется А”, потом А? ит. д. Опре- 
делим следующим образом декодирование в этом случае. Пусть 
т: — принятое слово, а 1’ определяется как 

x, ecan pi! (2°) € Al; 

ait +t ofl (2°), ecan pit (rc?) 6 А}. 

Декодирование по минимуму расстояния кода А” будет зада- 
ваться любой функцией, такой, что кодовое слово $% (1') 6 А" 

находится от слова 1’ не дальше (в смысле расстояния Хэмминга), 

чем любое другое кодовое слово. Таким образом, если 1’ считать 
«принятым» словом, то декодирование по минимуму расстояния 
в рассматриваемом случае совпадает с определенным в разд; 6.1.1. 
Аналогичное утверждение имеет место и относительно декодиро- 
вания с 1-реализацией кодового расстояния или экспоненты не- 
правильного декодирования. 

Очевидно, что Декодирование всей системы вложенных кодов 
заключается в следующем. Сначала декодируется код А?®, т. е. 
вычисляется значение ф! (21!) и по формуле (6. 10) определяется 
12, затем код А” ит. д. При этом сложность х (ф) декодирования 
системы вложенных кодов определяется как 

(6. 10) = 

n-l 

= (у) = (9, (6.11) 
где х ($*) — сложность декодирования кода А», а х (2') — слож- 
ность вычисления 1’ по формуле (6. 10). 
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что во всех рассматриваемых далее случаях х ($*) > 
Отметим, 

—х (2'), поэтому вместо соотношения (6. 11) будем пользоваться 

оценкой 2) 
) < 2п шахх (9°). (6.1 ($) < 2п max ($°) 

Таким . образом, сложность декодирования системы вложенных 

кодов будет определяться в основном сложностью декодирования 

того кода А”, для которого она наибольшая. 

$ 6.2. Поеледовательноеть кодов 

с асимптотически «хорошим» кодовым расстоянием 

/ 

6.2.1. Задание последовательноести 

Теория кодирования посвящена исследованию не отдельных ко- 
дов, а по существу их последовательностей. В настоящем пара- 
графе ограничимся лишь последовательностями кодов, у которых 
отношение кодового расстояния 4 к длине кода п не стремится 
к нулю при п -> © и любом значении скорости А, ОВ < 1. 

Объединение всех кодов бескенечной последовательности ко- 

дов А (В, 8,, Е,) назовем кодовым множеством А — () А(В,, 8, Е,). 
n=1 

Таким образом, кодовое множество А является подмножеством мно- 
o 

жества Ё — (J {0, 1}" Bcex двоичных слов конечной длины. 
n=1 

Обозначим через №л множество всех п, таких, что А (В,„, 8, Е,) 
не пусто: №М.={п | А (R,, 8,, Е,)--©}. В настоящем параграфе 
будем рассматривать лишь такие кодовые множества А, у кото- 
pox Ny, бесконечно и существуют пределы А = Пт А, 6 = Итб,. 

nENy, nENag 

В этом случае будем говорить, что кодовое множество А=А (А, 5) 
имеет параметры ВА и 56. Ради упрощения дальнейших записей 
будем считать, что начиная с некоторого п=и, все В, и $8, по- 
стоянны и равны соответственно А и 65. 

Нас будут интересовать лишь конструктивно задаваемые после- 
довательности кодов. Конструктивность кодового множества A 
означает наличие алгоритма, позволяющего для любой точки х 
определить, принадлежит она множеству А или нет. Одна из наи- 
более принятых формализаций понятия алгоритма — машина 
Тьюринга (см. гл. 1). Всюду в дальнейшем под алгоритмом мы 
всегда подразумеваем машину Тьюринга. 

Под заданием последовательности кодов будем понимать за- 
дание алгоритма для вычисления характеристической функции ул 
кодового множества А (характеристическая функция множества 4 
задается на Ё и равна единице на А и нулю в противном случае). 

Из сказанного следует, что мы рассматриваем лишь рекурсив- 
ные кодовые множества, придавая тем самым интуитивному поня- 
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тию конструктивности общепринятый строгий и точный смысл. 
Параметры, определяющие сложность вычисления характеристи- 
ческой функции кода всего множества А, и будут параметрами, 
определяющими сложность задания последовательности кодов. 

Исходя из условий, рассмотренных в гл. 1, будем интересо- 
ваться лишь одной количественной характеристикой алгоритма — 
временем вычислений на машине Тьюринга в зависимости от длины 
входной последовательности 

Т (п) = max T(z), (6. 13) 
х:Цх)=в . 

где 1(1) — длина входной последовательности х, T (x) — время 
вычислений для входной последовательности х. Кроме того, кон- 
кретныё оценки будут выписаны для многоленточной машины 
Тьюринга. 

Прежде всего’укажем тривиальную оценку снизу времени 
вычислений для «хороших» кодовых множеств, т. е. множеств 
CO строго положительными параметрами А и 6. 

Оценка снизу (тривиальная). Для всякой 
программы, задающей кодовое множество с параметрами А >0 
и 6 > 0, ‘при всех п 6 М) верно неравенство 7 (п) > сп. 

Эта оценка следует из того, что машина Тьюринга за единицу 
времени может просмотреть лишь ограниченное число символов, 
а каждое кодовое слово должно быть просмотрено полностью. 
В самом деле, если некоторый символ кодового слова не просмот- 
рен, то, заменяя этот символ на противоположный, получим новое 
слово, которое машина также отнесет к кодовым, что противоре- 
чит условию 6 > 0. К сожалению, других оценок снизу не изве- 
стно. Прежде чем перейти к верхним оценкам времени вычислений 
для различных кодовых множеств, сделаем следующие замечания. 
Все эти верхние оценки получаются указанием соответствующих 
алгоритмов. Нигде не утверждается, что нет алгоритмов, время 
вычислений по которым растет гораздо медленнее (просто на се- 
годняшний день такие алгоритмы не известны). При этом, ко- 
нечно, мы всегда будем давать лишь неформальные описания про- 
грамм с некоторыми пояснениями, по которым формальные про- 
граммы при желании всегда могут быть написаны. 

Сложность задания кодовых множеств © кодовым расстоянием, 
соответствующим границе ВГ, по алгоритму Гилберта или алго- 
ритму Варшамова приведена в утверждениях 1.3 и 1.4. 

Сложность задания системы вложенных кодов, каждый из ко- 
торых имеет кодовое расстояние, соответствующее границе ВГ, 
определяется следующим утверждением, доказанным в прило- 
жении П.6.1. 

Утверждение 6.1. Сложность задания последовательности 
систем вложенных кодов при построении их по алгоритму, опи- 
санному при доказательстве теоремы 2.3, удовлетворяет соот- 
ношению 

Г (п) < сп. . (6.14) 
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Итак, и алгоритм Гилберта, и алгоритм Варшамова, и алго- 
ритм построения вложенной системы кодов (конечно, можно пред- 
ложить и другие схожие алгоритмы) задают хорошие кодовые 
множества, но время вычислений растет экспоненциально с рос- 
том п. С другой стороны, давно известны алгоритмы (к примеру, 
БЧХ-коды, коды РС, коды Рида—Маллера) со степенной слож- 
ностью вычислений, задающие, к сожалению, кодовые множества, 
один из параметров которых (В или 6) равен нулю. Длительное 
время оставалось неизвестным, существуют ли алгоритмы с не- 
экспоненциальным ростом времени вычислений, задающие кодовые 
множества со строго положительными параметрами В и 5. Впервые 
положительный ответ на этот вопрос был получен каскадными 
методами в 1969 г. в работе [74]. До настоящего времени задачу 
построения асимптотически «хороших» кодовых множеств с неэк- 
споненциальной сложностью удается решать лишь каскадными 
методами. 

Из большого разнообразия каскадных кодов ниже мы огра- 
ничимся лишь двумя крайними случаями: каскадными“ кодами 
первого порядка и каскадными кодами бесконечного порядка. 
Первые из них позволят получить наименьшую из известных слож- 
ность задания кодового множества с положительными В и 6, 
а вторые — наилучшие из известных параметры А и 68 при не- 
экспоненциальной сложности задания кодового множества. 

Утверждение 6.2. Существует кодовое множество А (В, 9), 
состоящее из каскадных кодов первого: порядка, с параметрами 
В и 5, удовлетворяющими соотношению 

3(В)> 8, (В) = пах (ИЗ (1 — В) (1 — ЮВ), (6.15) 
Pads 

где Н-1 (у) — функция, обратная двоичной энтропии у=Н (2) при 
х Е [0, 1/2], и задающая его машина Тьюринга, такая, что 

Т (п) < сп? 105 п. (6. 16) 

Если в каскадном коде первого порядка в качестве внешнего 
кода использовать итерацию двух кодов РС [75] и применить 
быстрое умножение многочленов над конечными полями [10], 
то получим следующее утверждение. 

Утверждение 6.3. Существует кодовое множество A (R, 95), 
состоящее из каскадных кодов первого порядка, с параметрами В 
и 6, удовлетворяющими соотношению 

(8) >23, (В) = шах (H(t — Ry) [1 — (RIR)*P), (6. 17) 
Ва! ls 

И задающая его машина Тьюринга, такая, что 

Т (п) < сп105* п. (6. 18) 

Эта сложностная оценка может быть еще улучшена, если в ка- 
честве внешних кодов использовать итерацию трех кодов РС 
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над простым полем, что в результате дает уже нелинейные двоич- 
ные каскадные коды, и применять соответствующее быстрое ко- 
дирование и декодирование кодов РС [3—6]. При этом, однако, 
еще ухудшается и оценка для 6 (А), о чем свидетельствует следую- 
щее утверждение. 

Утверждение 6.4. Существует нелинейное кодовое ‘множество 
А (В, 5), состоящее из каскадных кодов первого порядка, с пара- 
метрами А и 6, удовлетворяющими соотношению 

5 (В) 288 (В) = тах АН (1 — Я,.) [1 — (В/В ТР}, (6. 19) 
Rg, >" le 

и задающая его машина Тьюринга, такая, что 

Т (п) < сп 105? п. (6. 20) 

Чтобы улучшить оценку для 6 (А), можно использовать кас- 
кадные коды бесконечного порядка, что в соответствии со следую- 
щим утверждением, доказанным в приложении П.б.3, приведет 
к увеличению сложности задания. 

Утверждение 6.5. Существует линейное кодовое множество 
А (В, 5), состоящее из каскадных кодов бесконечного порядка, 
с параметрами ДВ и 5, удовлетворяющими соотношению 

i~H(8) 
d В=1—Н (8—8 ( Wiss (6. 21) 

0 

й задающая его машина Тьюринга, такая, что 

Т (п) < сп?1юв1ю5а-Н(8)) ор п. (6. 22) 

Утверждения 6. 2—6. 5 задают различные каскадные кодовые 
множества с различными оценками для 5. Чтобы показать, на- 
сколько ухудшаются оценки 6 в утверждениях 6.3 и 6.4 и улуч- 
шаются в утверждении 6.5, в табл. 6.1 приведены значения пара- 
метра 65 при некоторых скоростях передачи. Там же даны оценки 
ВГ для соответствующих скоростей передачи. 

6.2.2. Задание последовательности кодов с кодированием 

В предыдущем разделе мы рассмотрели безусловно интересный 
теоретический вопрос о сложности задания «хорошего» кодового 
множества. Теперь остановимся на практически более важном 
вопросе задания кодового множества вместе с кодированием и 
определим те количественные характеристики, которыми хотим 
оценивать простоту задания кодового множества с кодированием 
и самого кодирования. 

Определим кодирование кодового множества как алгоритм, 
который каждому п 6 М) ставит в соответствие двоичное описание 
схемы из функциональных элементов, реализующих функцию 
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ф, (см. разд. 6.1.1). Введем следующие две численные характе- 
ристики: 1) х, (п) — сложность схемы (число функциональных 

  

  

          

Таблица 6.1 

0,060 0,1427 0,0577 0,0142 0,2242 0,3570 . 
0,132 0,1051 0,0239 0,0033 0,1508 0,2900 
0,199 0,0735 0,0123 0,0012 0,1496 0,2440 
0,272 0,0524 0,0071: 0,0006 0,0914 0,2030 
0,333 0,0373 0,0043 0,0003 0,0748 0,1740 
0,406 0,0257 0,0025 0,0004 0,0576 0,1440 
0,497 0,0157 0,0012 5,3.10-5 0,0411 0,1110 
0,610 0,0078 0,0004 1,4-1075 0,0255 0,0765 
0,679 0,0047 0,0002 5,1.10-8 0,0187 0,0584 
0,759 0,0025 0,0001 1,4-107° 0,0115 0,0398 
0,857 0,0007 1,1.10-5 1,2.10-? 0,0056 0,0222 
0,917 0,0002 2,0-10°° | 1,1-1078 0,0023 0,0104 
  

элементов в схеме), реализующей функцию ф,; 2) Т, (п) — слож- 
ность задания кодового множества с кодированием (время вычис- 
ления на машине Тьюринга двоичного описания этой схемы — 
число операций). 

Заметим прежде всего, что 

сх, (nr) log x, (n) < T, (a), (6. 23) 
так как машина Тьюринга должна, по крайней мере, напечатать 
двоичное описание схемы. Никаких обратных оценок не известно, 
и во многих примерах степенной рост х, (п) будет соседствовать 
с экспоненциальным ростом Г, (п). Здесь уместно напомнить, что 
единожды вычисленная кодирующая схема может затем много- 
кратно использоваться, так что иногда имеет смысл затратить 
много времени ТГ, (п) на получение схемы малой сложности х, (п), 
конечно, при условии, что численное значение Г, (п) технически 
и экономически приемлемо. 

Отметим, что, как и ранее, мы будем давать лишь неформальное 
описание алгоритмов. Оценки сложности задания кодового мно- 
жества с кодированием при использовании алгоритмов Гилберта 
и Варшамова приведены в гл. 14 (утверждения 1.3 и 1.4). Как уже 
отмечалось, переход от нелинейных к линейным кодовым ‘множе- 
ствам резко снижает сложность схем, реализующих кодирование. 
Еще больше можно снизить сложность х, (п), если использовать 
класс псевдоциклических кодов. 

Утверждение 6.6. Существует псевдоциклическое кодовое мно- 
жество А (В, 5) с параметрами В и 8, удовлетворяющими границе. 
ВГ, и такое его кодирование, что 

Г. (п) < сп??”. (6. 24) 
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Доказательство. Для nonyyenuaA этих оценок до- 
статочно вспомнить, что среди псевдоциклических кодов суще- 
ствуют коды, лежащие на границе ВГ [155], и для нахождения 
таких кодов перебором достаточно сп?2” операций. Кодирова- 
ние же псевдоциклических кодов сводится к перемножению много- 
членов над СЕ (2), что может быть осуществлено на схеме из 
сп 1053 п элементов [10]. 

Рассмотрим теперь кодирование последовательности систем 
вложенных кодов. 

Утверждение 6.7. Существует такая последовательность систем 

вложенных кодов, у которой параметры В*и 5' всех подкодов А” 
удовлетворяют границе ВГ, и такое кодирование систем этой по- 
следовательности, . что 

x (n)<cn*logn; T,(n)<cn2™, (6. 25) 

Доказательство. Этот результат получается непо- 
средственной оценкой числа шагов по следующей неформальной 
программе. По алгоритму, описанному при доказательстве тео- 
ремы 2.3, строим кодирующую матрицу С, системы вложенных 
кодов. В соответствии с утверждением 6.1 число операций не 
превосходит сп2?”. Используя кодирующую матрицу С, строим 
схему сложности сп?Лос п, реализующую функцию ф,, т. е. умно- 
жение матрицы порядка п на вектор (для описания ее достаточно 
сп? 10 п операций). 

К сожалению, во всех приведенных утверждениях сложность 
задания «хороших» кодовых множеств с кодированием остается 
слишком большой (экспоненциально растет с длиной кода). 
Однако, как и в предыдущем разделе, эта проблема решается 
применением каскадных кодовых множеств. 

Утверждение 6.8. Существует кодовое множество А (В, 5), 
состоящее из каскадных кодов первого порядка, с параметрами 
В и 65, удовлетворяющими соотношению (6. 15), и такое его коди- 
рование, что 

х, (п) < сп105* п; ТГ, (п) < сп? ов п. (6. 26) 

Доказательство. Для получения этих оценок - до- 
статочно рассмотреть обычное кодирование каскадного кодового 
множества из утверждения 6.2. Это кодирование проводится 
в два этапа. Сначала используется для кодирования внешний 
код — код РС, что сводится к перемножению двух многочленов 

. R 
cteneuu He Gonee R,n, u (1—R,1) п, над полем СЁ (2"“”“). Согласно 
[10], это можно осуществить схемой сложности cn, (log n,)® ni, 

описание которой можно построить за сл, (105 п,)*пл операций. 
Затем и, двоичных последовательностей длины В 1п, кодируются 
внутренним кодом — линейным двоичным кодом длины п.. 
Для этого согласно: утверждению 1.4 достаточно п, одинаковых 
схем сложности сиз/]ос п,, описание которых можно построить 
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за сп, 2 Чата операций. Выражая теперь все приведенные оценки 
через длину кода п (напомним, что В > 1/3 в соответствии 
с (6. 15)), получим утверждение 6.8. 

Используя в каскадном коде в качестве внешнего кода итера- 
цию двух одинаковых кодов Рида—Соломона, можно получить 

следующее утверждение (см. утверждение 6.3). 
Утверждение 6.9. Существует кодовое множество А (В, 9), 

состоящее из каскадных кодов первого порядка, с параметрами 
В и $, удовлетворяющими соотношению (6. 17), и такое его ко- 
дирование, что 

х, (п) < сп1054 м;  Т,(п) < сп105? п. (6. 27) 

Переходим, как и в утверждении 6.4, к терехмерной итерации 
кодов РС над простыми полями, тогда очевидным образом из 
Утверждения 6.4 и работы [3] вытекает результат. 

Утверждение 6.10. Существует нелинейное кодовое множество 
А (В, 5), состоящее из каскадных кодов первого порядка, с пара- 
метрами А и 5, удовлетворяющими (6. 19), и такое его кодирова- 
ние, что. 

и, (п) < сп 105? п;  Т, (п) < сп10%п. с ‘ (6. 28) 

Как уже отмечалось, использование каскадных кодов беско- 
нечного порядка позволяет существенно улучшить оценку 65 
при фиксированном ВА. Сложность задания такого кодового мно- 
жества с кодированием определяется следующим утверждением, 
доказанным в приложении П.б.4. 

Утверждение 6.11. Существует линейное’ кодовое множество 
А (В, 5), состоящее из каскадных кодов бесконечного`порядка 
© параметрами А и 5, удовлетворяющими (6. 24), и такое его ко- 
„дирование, что - | 

х, (п) < cn log® nlog log n; T,(n) < cn?!08!08"I(1-4(8)) logn log log n. 

(6. 29) 
Приведем теперь для сравнения тривиальные нижние оценки 
х, (п) и Т, (п). Очевидно, что для любого кодового множества 
СА Ъ0иб > 0 и любого его кодирования имеют место неравен- 
‘ства 

х, (п) >сп; T,(n)>Scnlogn. (6. 30) 

‚Как видим, в приведенных выше результатах не достигается 
ни одна из нижних границ. Однако достижение по крайней мере 
первой из них в принципе возможно. Это непосредственно выте- 
‘кает из работы [151], результат которой можно сформулировать 
в виде следующего утверждения. 

Утверждение 6.12. Существует линейное кодовое множество 
.А (В, 5) с параметрами А и 58, удовлетворяющими соотношению 

ste—H-\(1—R),  - (6.31) 
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rye © (0 << =_ 8) — любое фиксированное число, и такое его ко- 
дирование, что 

* (п) < Cy (e) п, Г. (п) < Co (=) 2e,(€)n log п, (6. 32) 

где с, (©), с» (=) и с; (=) — величины, зависящие только от с. 

6.2.3. Задание последовательности кодов с декодированием 

Аналогично кодированию определим декодирование как алгоритм, 
который позволяет для каждого п В Л№л вычислить на машине 
Тьюринга двоичное описание схемы, реализующей функцию 
ф, (см. $ 6.1). При декодировании, как и при кодировании, будем 
рассматривать следующие две численные характеристики: x, (n) — 
сложность схемы, реализующей функцию $ф,; Г. (п) — сложность 
задания кодового множества с декодированием (время вычисления 
на машине Тьюринга двоичного описания этой схемы — число 
операций). Как и ранее, будем давать лишь неформальное описа- 
ние алгоритмов. 

Рассмотрим декодирование по минимуму расстояния. Оценки 
сложности задания кодового множества с декодированием по 
минимуму расстояния при использовании алгоритмов Гилберта 
и Варшамова приведены в гл. 1 (утверждения 1.3 и 1.4). 

Сложность декодирования последовательности систем вложен- 
ных кодов оценивается в соответствии со следующим утвержде- 
нием, доказанным в приложении П.б.5. 

Утверждение 6.13. Существует такая последовательность 
систем вложенных кодов, что параметры В’ и 5* всех подкодов 4” 
удовлетворяют границе ВГ, и такое декодирование по минимуму 
расстояния систем вложенных кодов, что 

ж; (п) < сп?2"?; ТГ. (п) < сп”. (6. 33) 

При декодировании по минимуму расстояния мы впервые стал- 
киваемся со случаем, когда все оценки имеют экспоненциальный 
рост и не известны лучшие результаты ни для каких кодовых мно- 
жеств с положительными параметрами А и 6. 

Рассмотрим декодирование 1-реализацией кодового расстояния. 
Ограничимся рассмотрением только таких множеств А (А, 5), 
для которых оценки сложности декодирования носят неэкспо- 
ненциальный характер. Как и при кодировании, это будут в основ- 
пом каскадные методы. 

Утверждение 6.14. Существует кодовое множество А (В, 5), 
состоящее из каскадных кодов первого порядка, с параметрами А 
и 8, удовлетворяющими соотношению (6. 15), и такое его декоди- 
рование с 1-реализацией кодового расстояния (1=8, (А)/6 (В)), 
где 8, (А) определяется соотношением (6.15), a 8 (В) — дей- 
ствительное отношение 4/п, что 

х; (п) < сп?; Т,(п)< ст? 105 п (6. 34} 

(доказательство этого утверждения дано в приложении 11.6.6). 
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Используя в каскадном коде в качестве внешнего кода итера- 
цию двух одинаковых кодов РС, можно получить следующее 

утверждение (см. также утверждения 6.3 и 6.9). 
Утверждение 6.15. Существует кодовое множество А (В, 95), 

состоящее из каскадных кодов первого порядка, с парамеерами А 

и 8, удовлетворяющее соотношению (6. 17), и такое его декоди- 

рование с 1-реализацией кодового расстояния (y=6, (R)/8 (R)), 

что 

х, (п) < сп1055 п; T,(n)<cnlog*n. (6. 35) 

Если же в каскадном коде в качестве внешних кодов использо- 

вать трехмерную итерацию кодов РС над простыми полями и 

результаты работы [6], то можно-получить следующее утвержде- 

ние (см. также утверждения 6.4 и 6.10). 
Утверждение 6.16. Существует нелинейное кодовое множество 

А (В, 5), состоящее из каскадных кодов первого порядка, с пара- 

метрами А и 8, удовлетворяющими (6. 19), и такое его декодиро- 

вание с 1-реализацией кодового расстояния (1= 8: (В)/8 (В)), что 

х, (п) < сп1093п; T,(n)<enlog*n. (6. 36) 

Как уже отмечалось, использование каскадных кодов беско- 

нечного порядка позволяет существенно улучшить оценку 5 

при фиксированном В (см. утверждения 6.5 и 6.14). Сложность 
задания такого кодового множества с декодированием опреде- 
ляется следующим утверждением, доказанным в приложении 

11.6.7. 
Утверждение 6.17. Существует линейное кодовое множество 

А (В, 5), состоящее из каскадных кодов бесконечного порядка, 
с параметрами В и 5, удовлетворяющими (6. 21), и такое его де- 
кодирование с 1-реализацией кодового расстояния (7 > 1 при 
п > ©), что 

x, (1) < cn (+108 log »)/2(1-4(2)) log n log log n, (6. 37) 
T , (n) <cn?}08 log ni (1-4(3)) log n log log n. 

Наилучшая из известных на сегодняшний день оценка х; (п) 
для декодирования с 1-реализацией кодового расстояния получена 
в работе [83]. Результаты этой работы в терминах задания кодо- 
вого множества с декодированием можно сформулировать следую- 
щим образом. 

Утверждение 6.18. Существует кодовое множество А (А, 4), 
содержащее низкоплотностные коды, с параметрами В и 8, опре- 
деляемыми соотношениями В >1—ИЙ, где [и № (4<1< В — 
любые положительные целые числа, значение 6 определяется как 
корень уравнения 

(— ОН -- мах (log, [(1 +s)’ —(1 —s)*] — 1 + zlog, s} =0, 
.0<8<1 
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и такое его декодирование 1-реализацией кодового расстояния: 
при 1 >> ро/8 (№ < 0.5 — решение уравнения В=1—22 Н (р)), что 
хд (п) < сп1орп; Т. (п) < с2“" "8". 

Подчеркнем, что для кодовых множеств с А >0иб`> 0 ниж- 
няя тривиальная оценка х; (п) > сп не получена ни для какого 
роста Т.(п). т 

Отметим, что для положительных В и 8 пока только для кас- 
кадных кодовых множеств удается получить верхние оценки вида 
cn 105" и одновременно для всех рассматриваемых в данном параг- 
рафе характеристик сложности. Более того, не известны «нека- 
скадные» кодовые множества с В > 0иб >> 0, у которых по край- 
ней мере одна из характеристик сложности не росла бы экспонен- 
циально. К сожалению, во всех каскадных кодовых множествах 
границы параметров А и $ хуже границы ВГ, с которой принято 
сравнивать в подобных случаях корректирующие свойства кодов. 

$ 6.3. Последовательность кодов 
с асимптотически «хорошей» экспонентой 

6.3.1. Система вложенных кодов 

В настоящем параграфе вновь вернемся к задачам задания после- 
довательности кодов с кодированием и декодированием, но уже 
в качестве основных характеристик кодового множества будем 
рассматривать не параметры А иб, а Ru E, rae R= lim R,, 

. " ` nen, 

a H=lim E,. B этом случае будем обозначать кодовое множество: 
nEN, . 

через А (В, Е) или А (В, 5, Е), если известен и 
ятредел 6 — т 6,. Уже говорилось, что Е есть экспонента веро- 

пЕМд . 

ятности неправильного декодирования в канале без памяти, ко- 
торая для любого кода принимает максимальное значение при 
декодировании по минимуму расстояния. Кроме того, как следует 
из утверждения 1.4, существуют коды, для которых она поло- 
жительна для всех скоростей, меньших пропускной способности 
(С), и для этого достаточно, чтобы код имел спектр весов № (и), 
w=1, п, удовлетворяющий утверждению 41.3. При этом экспо-° 
нента принимает наибольшее из известных значений, определяемое 
утверждением 1. 4, которое в дальнейшем будем называть экспо- 
нентой или границей Галлагера и сравнивать с ней получаемые 
результаты, как это делалось с границей ВГ в предыдущем пара- 
графе. Ниже асимптотически «хорошим» будем считать любое 
кодовое множество А (В, Е), когда имеет место В >0и ЕО 
при А < С. Подчеркнем разницу в построении кодовых множеств 
А (В, 5) ил (В, Е). При построении кодового множества А (В, 5) 
по существу необходимо было лишь заботиться о том, чтобы вокруг 
каждого кодового слова не было других кодовых слов в сфере Sn, 
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что и гарантировалось, например, построением по алгоритму Вар- 

памова или по алгоритму Гилберта. При построении А (В, Е) 

нужно еще следить, чтобы вокруг каждого кодового слова не 

только слова наименьшего веса, но и слова других весов распола- 

тались соответствующим образом. Поэтому фактически всегда 

строится кодовое множество А (В, 8, Е). Конечно, из существо- 

вания таких кодовых множеств следует, что их всегда можно 

построить, выбирая посредством перебора всех кодов на каждой 

длиней @ М№л нужный код. Однако при этом число операций будет 

иметь порядок 22". Как следует из приведенного ниже утвержде- 

ния, доказанного в приложении П.б.8, эта задача решается более 

простым способом. При этом используются понятия и обозначения, 

введенные. в § 6.2. 
Утверждение 6.19. Существует такая последовательность. 

систем вложенных кодов, что параметры В*, "и Е* всех подкодов 

А* удовлетворяют границам ВГ и Галлагера, и существуют такие 

кодирование и декодирование по минимуму расстояния систем 

вложенных кодов, что 

х, (п) сп?; — и, (п) < спа", Ту (п) < ст", - (6. 38) 

где ТГ. (п) характеризует сложность задания последовательности 

систем вложенных кодов с кодированием и декодированием. 

Конечно, можно предложить и другие алгоритмы и схемы, но 

во всех известных случаях и сложность задания, и сложность де- 

кодирования по минимуму расстояния кодовых множеств с пара- 

метрами А >0иб > 0 будут иметь экспоненциальный характер. 

Например, модернизацией алгоритма Варшамова, т. е. когда 

при построении контролируется не только кодовое расстояние, 

но и следующие веса, можно получить следующее утверждение. 

Утверждение 6.20. Существует такое линейное кодовое мно: 

жество и (В, 5, Е), что параметры В, 5, Е удовлетворяют границам 

ВГ и Галлагера, и такие кодирование и декодирование по мини- 

муму расстояния, что 

х, (п) < сп?1ов п; (п) < cn min (20-")n; 2Е*\, 

Го п) < сп?2@-®". | 

Сравнение утверждения 6.20 с утверждением 1.4 показывает, 

что необходимость при построении контролировать весь спектр 

весов увеличивает экспоненту числа операций при задании кода. 

(6.39) 

6.3.2. Каскадные кодовые множества 

В настоящем разделе остановимся на 1-реализации экспоненты 

вероятности неправильного декодирования, которая имеет место 

при каскадном декодировании (см. гл. 4). При этом, как всюду, 

в этой главе ограничимся лишь случаями каскадных кодов пер- 

вого и бесконечного порядков. 
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Отметим, что переход при каскадном декодировании от 1- 
реализации кодового расстояния к 1-реализации экспоненты свя- 
зан лишь с «заменой» внутренних кодов с гарантируемым кодовым 
расстоянием на коды с гарантируемым спектром весов, т. е. все 
изменения в сложностных параметрах каскадных кодов будут 
в рассматриваемых случаях обусловлены изменениями сложно- 
стных параметров внутренних кодов. Учитывая это замечание 
и используя результаты утверждений 6.2, 6.5, 6.7, 6.14, -6.14, 
6.17, 6.19 и 6.20, получаем следующие утверждения. 

Утверждение 6.21. Существует линейное кодовое множество 
А (В, 58, Е), состоящее из каскадных кодов первого порядка, 
с такими параметрами А, би ЕЁ, что Ra 4 удовлетворяют (6. 15), 
а Ви Е удовлетворяют соотношению 

Е (В) > Е, (В) = ymax E, (Вл) (1 — А/В п), (6. 40) 
Raz 3 

rye Ey (R,,;) — оценка Галлагера для экспоненты неправильного 
декодирования, и такие кодирование и каскадное декодирование 
с 1-реализацией экспоненты (7 > Е, (В)/Е (В)), что 

x,(n)<cnlogtn; x,(n)<cen®;  Ty(n)<centlogn. (6. 41) 

Использование в Каскадном коде в качестве внешних кодов 
трехмерной итерации кодов РС над простыми полями дает следую- 
щее утверждение. 

Утверждение 6.22. Существует нелинейное кодовое множество 
А (В, 8, Е), состоящее из каскадных кодов первого порядка, с та- 
кими параметрами А, би Ё, что В и 6 удовлетворяют (6. 19), 
а ЛиЕ удовлетворяют соотношению 

Е (В) > Е! (В) = max Ey (Rjx) (1 — (R/Ra)")”, (6. 42) 
Rai>' I 

. 

‚где Е, (Вл) — оценка Галлагера для экспоненты неправильного 
декодирования, и такие кодирование и каскадное декодирование 
с 1-реализацией экспоненты (7 > E! (R,,)/E (R)), что 

х, (п) < сп105?п; — х.(п)<сп10п;  Ту(п) < сп10рйп. (6.43) 

Утверждение 6.23. Существует линейное кодовое множество 
А (В, 8, Е), состоящее из каскадных кодов бесконечного порядка, 
с такими параметрами А, би Ё, что В и $ удовлетворяют (6. 21), 
а В и Е удовлетворяют соотношению (см. гл. 4) 

Е (В) > Е“ (В, 00) = max fe я) Е. =, (6. 44) 
Sauk 

где £, (t) — onenka Галлагера для экспоненты неправильного 
декодирования, и такие кодирование и каскадное декодирование 
с 1-реализацией экспоненты, что 

х, (п) < сп 1055 nlog log n; x, (nm) < cn(1t10g10g2)/2(1-H(8)): 
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Очевидно, что при 1-реализации экспоненты вероятности не- 

правильного декодирования решающее значение имеет алгоритм 

декодирования. Наилучшая из известных на сегодняшний день 

оценка для декодирования 1-реализацией экспоненты вероятности 

неправильного декодирования задается следующим утверждением, 

доказанным в приложении 11.6.9. 
Утверждение 6.24. Существует кодовое множество А (В, Е), 

содержащее каскадные коды с низконлотностными кодами в ка- 

честве внешних, с параметрами А и ЕЁ, удовлетворяющими со- 

отношению 

Е=Е(В)= шах Е, (В. р) (6.46) 
Е=Во В 

где Вы =1 — 22Н (26), Е! (Вол, р) т (В[Е.(В„1) Е РВ, р, Вал, &)]}s 

Р(В, р, Вал» =) = ~ 

О прие> ее   

Ва Ва По Аа 

(тов, (1—5 лов» (1 — е) при в <, 
и такие его кодирование и декодирование с 1-реализацией экспо- 

ненты, что 

x,(n)<cn*flogn; xg(n)<cnlogn; `Ть(п) < с 2" 8". (6.47) 

Отметим, что для положительных В и Е пока только для ка- 

скадных кодовых множеств удается получить верхние оценки 
вида сп 105° п одновременно для всех рассматриваемых в данном 
параграфе характеристик сложности. Более того, не известны 
«некаскадные» кодовые множества с А >0и Е 0, у которых 
по крайней мере одна из характеристик сложности не росла бы 
экспоненциально. К сожалению, во всех каскадных кодовых мно- 
жествах просто реализуется лишь некоторая доля оценки Гал- 
лагера для экспоненты неправильного декодирования, с которой. 
принято сравнивать в подобных случаях корректирующие свой- 
ства кодов. 

    
  

$6.4. Заключение 

Основным результатом настоящей главы является разработка 
сложностных оценок применительно к корректирующим кодам, 
что позволяет с единой точки зрения рассмотреть многие системы 
корректирующих кодов и выделить из них те, реализация кото- 
рых на сегодняшний день проще. Это дает возможность теорети- 
чески сравнивать классы кодов по важнейшим (с точки зрения 
практического использования) параметрам. Проведенные иссле- 
дования показали, что 

имеются три основные проблемы в теории кодирования: зада- 
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ние кода, кодирование и декодирование его, сложность реше- 
ния которых определяет практическую и теоретическую ценность 
класса кодов; 

задание кодов с наилучшими известными корректирующими 
свойствами (кодовым расстоянием, соответствующим границе 
ВГ, или экспонентой Галлагера) осуществляется посредством ал- 
горитмов, оценки сложноети которых растут экспоненциально 
с длиной кода; 

все линейные коды имеют степенной рост сложности кодирова- 
ния (квадрат или менее) с длиной кода, однако задание таких 
кодов с кодированием имеет экспоненциальную сложность; 

многие алгебраические коды (например, БЧХ, Гоппы) имеют 
степенную сложность задания, кодирования и декодирования, 
но асимптотически плохие корректирующие свойства; 

на сегодняшний день только каскадными методами удается 
получить степенной рост сложности решения одновременно всех 
трех задач теории кодирования и при этом асимптотически хо- 
рошие корректирующие свойства; 

наименьший рост сложности решения одновременно всех трех 
задач при асимптотически хороших корректирующих свойствах 
имеет место у каскадных кодов первого порядка; 

асимптотически наилучшие корректирующие свойства при 
неэкспоненциальном росте сложности решения одновременно 
всех. трех задач имеют место у каскадных кодов бесконечного 
порядка. 

Таким образом, исследование проблем сложности в теории 
корректирующих кодов показывает, что на сегодняшний день 
каскадные коды представляют собой уникальный среди корректи- 
рующих кодов класс кодов, в котором удается при малом (степен- 
ном) росте сложности решить проблемы задания кодов, кодирова- 
ния и декодирования их и достичь при этом асимптотически хо- 
роших корректирующих свойств.



ПРИЛОЖЕНИЕ П.1 
4 

П.1.1. Доказательство теоремы 1.5. . 

Рассмотрим, обмен между вероятностями ошибки и стирания применительно 
к двоичным линейным блочным кодам. Пусть произвольный двоичный ли- 
нейный блочный код используется в ДСК без памяти с вероятностью ошибки 
при передаче каждого символа в < 0,5. Передаваемое кодовое слово эх 0бо- 

значим через 2% == (тол, 205,..., То), а все остальные кодовые слова а через 

2; = (ти, тр, ... Ты), $=1 М—\1, где М — число всех кодовых слов. 

В силу линейности кода можно считать, что Хо — нулевое кодовое слово, 

такое, что все о; = 0, j=l, n. 
Принятое, т. е. искаженное ошибками, слово & обозначим через у = 

== (у1, уз, ..., У»), Где у; так же как и ау,, i=0, М, являются элемен- 
тами поля СЕ (2). . 

Результатом декодирования с гарантией, т. е. в соответствии с условием 

Р(9| <.) > е”Р (7|1,), ` - (1.1.1) 

будет либо некоторое слово 2, либо никакого слова. При этом при коэффи- 

циенте гарантии у > 0 может быть осуществлено одно из следующих трех 
событий: 

1.. Событие А. Выдача переданного слова = (правильное де- 
кодирование), когда условие (П.1.1) выполняется для слова 2. 

2. Событие Б. Выдача кодового слова 255225 (ошибочное декоди- 

рование), когда условие (П.1.1) выполняется для некоторого кодового слова 

20,’ отличного от $. 

3. Событие В. Стирание, когда условие (П.1.1) не выполняется 
ни для какого кодового слова. 

Очевидно, что событие БОВ (т. е. ошибка или стирание) имеет место, 

если хотя бы для одного #0 ШР(7 |5) — пР(7|т;) > vn. Следова- 
тельно, 

Р(БОВ)=Р{ |; (событие, когда Ё& —& <\п)}, (1.1.2) 
$20 

где &; = —тР (715), i =0, M7 —1, причем P (BUB) =P (Bb) -+ P(B). 
Что касается события Б, то оно имеет место, когда для некоторого 

п =0Ои для всех 152 (включая и i==0) выполняется неравенство 

Р(7|5,,) > е”"Р (7[5;), т. е. Р(Б)={ 0 П (событие, когда < 
$1520 $24 

< —vn)}. Ho tax kak P CM (событие, когда $, — & < —п)} <Р (событие, 
ti, - 

когда &;, — & < —vn), то после замены #; на { получаем 

Р(Б) <Р{ U, (событие, когда Ё; — &) < —vn)}. (11.4.3) 
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Учитывая, что в канале без памяти 
® 

Р(7|5;) = [ Р(у;|=;,), i=0, M—t, 
mat 

° % 

имеем Ё; = У, Es, 
— 

где 

bey = -—In P (и; | 2; 4) =| и (1 —е=), если У—= т: у, 

— те, если у, 72 х,,, 

причем $;, являются независимыми случайными величинами. . 
Наиболее простой способ оценки вероятностей Р(Б\/В) и Р(Б) состоит 

В замене в выражениях (П.1.2) и (П.1.3) вероятности объединения событий 
(соответствующих различным #-20) суммой вероятностей этих событий. 

Однако, учитывая, что указанные события, вообще говоря, совместны, 
может оказаться, что при больших значениях & они будут осуществляться 
для слишком большого числа значений {, что может привести к чрезмерному 
завышению оценок. Поэтому для величины & введем некоторый порог Вп (8 > 
> 0) и рассмотрим отдельно случаи, когда № < Впи & > Bn. 

Для & < Вп будем считать приемлемой замену вероятности объедине- 
ния суммой вероятностей. Для & >> Вп такую замену будем считать недопу- 
стимой. , 

Соотношения (П.1.2) и (П.1.3) запишем в suge P(BUJB) =P, + Py, 
P(B)=Pi+ P3, rae Py=P (событие, когда 5 < и Е — Вю < vn), 

Р. =Р (событие, когда & >В И —&< п), Р+=Р (событие, когда 

fo < Bn MW 8; —&.< —), РЗ =Р (событие, когда Eo >Bn ME; —&y < —vn). 
В соответствии со сказанным выше для Р, и Р* используем оценки 

Py < > P {bo < Bn, 6; — So < vn}, Pi< УР (< Ви, Es — <—*). 
$520 $40 

Что Kacaetca Bepoatuocteii P um P3, то для них воспользуемся тривиаль- 
ными оценками: Р, <Р (Е >В”), Р. <Р(& >В). 

Таким образом, получаем P(BUB)< > P (Eo < Bn, &; —Eo < vn) + 
#20 

+Р (>В), Р(Б) < D) P(t <B*n, &—f < чт) -Р(& > п). Для 
$320 

оценки правых частей последних неравенств воспользуемся двумя лем- 
мами, доказательство которых приведено в работе [51]. 

п 

Лемма П.1. Пусть й = > 2; — сумма п независимых дискретных 
j=l 

случайных величин с производящей функцией моментов каждой из них 

&; (5) — У, е**/Р (z;), Tae Р (2;) — распределения вероятностей случайной 
- 

величины &,. Тогда для любого 2, справедливо неравенство 

п 

Р(2 > ап) < е"®* ] 8, (5) 
1—1 

при всех $ > 0, для которых 5; (5) существует. Если 5) (5) == ($) не зависит 

от ], то эта оценка принимает вид Р(2 > &п) <е "29%" ($). 
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n 0 

Лемма 11.2. Uyets Z= )) z,, a U= Diu, rae wn, a (24, Uy) — 
jai = 

п независимых пар дискретных случайных величин с производящей 

функцией моментов каждой из пар #, (г, #) = У ел Р (а, пу), где 
(2х, uz) 

Р(2;, и;) — распределение вероятности пары (2,, и). Тогда для любых 

значений "25 и ио справедливо неравенство 

n #2 

P(Z < zn, U <ugn) < eo" (40rtuoF) И g; (г, #) 8; (г, 0) 
1—1 j=w-+1 

для всех г<0иё<0, таких, что &,(г, #) существует. Если &у (т, #) = 

—& (г, #) не зависит от ]}, то это неравенство принимает ‘вид Р (2 < ап, 

О < ип) < ет (57+) ой (т, $) 27 (т, 0). В нашем случае 2; =, =, 

ии=5;—; = — ®. Кроме того, при оценке вероятности P (BUB) 

z9==8, Up =v, а при оценке вероятности P (Bb) 20 =8*, Up =—v. В coot- 

ветствии с определением случайных величин fo, U ё:; распределение ве- 

роятностей случайных величин 2, и пар случайных величин (24, u j) 

не зависит от } и имеет вид, приведенный в табл. П.1.1 и П.1.2. 

Таблица П.1.1 
  

  

      
  

  

2; — (1 —:) — ше 

Р (2;) 1—е Е 

`’ Таблица П.1.2 

(27, 4;) (—In(1—e)), In({—e)—Ine))} (—Ine, Ine — In (1 —¢)) 

P (2у, и) 1 — Е Е 

      
Причем ш — число позиций, в которых кодовое слово 5; отличается от 

переданного кодового слова Zo, т. е. хеммингово расстояние между сло- 

вами 5; и Zo. 

Отсюда следует, что производящие функции моментов # (5) и &(г, t) 

имеют вид &(з5) =е*Т@-® (1 —е) ев — (1 — в) 8-18, g(r, t)= 
— е-" 1 (1-=) + (In (1-e)—Ine) (1 — в) + ev Ine+é(Ine—In(1—8)), =—(1— e)i-rtt в-Ё + 

+ (1—¢)-#el-+?, cnegosatembHo, g(r, 0) = (1 — e)ir =1 "== (г). 

Таким образом, для каждого кодового слова т, отличающегося от 

слова хо в ш позициях, согласно лемме П.2 имеем Р (& < Bn, &; —& < уп) < 

< ert) gn (r,t) gh (г), Раб к, ыы <) <", 9х 
Х =" (г). Но в силу линейности кода таких слов имеется ровно № (№) 

41 Э. Л. Блох, В. В. Зяблов . 161



(aqpuzem N(w)=0 ana 1 <w<d), тогда, циспользуя еще и лемму П.1, 
приходим к следующей оценке для вероятностей: 

Р (BUB) < eTMPagh (5) + ей > N (w) g* (r, t)g*"(r), 
. (11.4.4) 

О ber") (wh ge” (rs t) g(r) 

для любых $20, г<0иИ:< 0, при которых ¢g(s), g(r) HW g(r, t) cyme- 
ствуют. 

Учитывая, что при О«<и«< 4 величина М (и) =0, сумму, стоящую 
в правой части последних выражений, можно представить в виде 

хм) =" (г, 279 (г) ==" (г) > N (w) (g(r, t)/g (r))? = 

— 
и=1 

=" (r) $e (g(r, t)/g (r)), 

где фр (2) — производящая. функция спектра весов ненулевых кодовых 

слов. Тогда соотношения (П.1.4) принимают вид 

Р(БОВ) < ет (5) | сия (г) а (в (г, #5 (г), 

’Р(Б) <е "24" (5) -- г" в" (г) фа (Е (г, ПЕ (г). 
Так как правая часть каждого из выражений (П.1.5) содержит сумму 
двух изменяющихся экспоненциально по п слагаемых, то при n-> © 
минимизация оценок для Р (БВ) иР(Б) достигается при равенстве этих 
экспонент. Исходя из последнего условия, получаем следующие опти- 

мальные значения порогов: | 

(П.1.5) 

  

1 1 в=;—= [№8 (9) — 54) — шие (и, 9+ ||, 
  

1 1 ge = [ng (s) —Ing(r) —F In dR le(r, Her) — >t]. 
Подставляя найденные значения порогов в (П.1.5), получаем следующие 
оценки: , 

Р (БОВ) < 2ехр {—n[ F(R s, T, t) +o у] ‚-   

  

           

  

(1.1.6) 

P(B)< < 2exp{—n| F(R, $, Г, )—; =. |} ‚ 

где 

Р(Е, з, Г, t)= >= —— Ing (r)— 

5 (г, t) —- Fz In bp ar) (11.1.7) 

Заметим, что в этом выражении зависимость Р (В, $, г, #) от В определяется 
зависимостью производящей функции ф» (2) от скорости передачи А. Дальней- 
шая оптимизация оценок (П.1.6) сводится к максимизации их экспонент 

по параметрам $ > 0, г < би; < 0. При этом оптимизация каждого из выра- 
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жений (П.1.6) проводится независимо от другого, так что $, ги +, оптимизи- 

рующие эти выражения, могут быть различными для каждого из них. 

Таким образом, получаем 

Р(ВИВ) < 2ехр {—п ЕЁ! (Я, v)}, 

Р(Б) < 2exp (—пЕь (В, ¥)}, 
где Ел (В, %) и Е» (В, У) — результат оптимизации экспонент (П.1.6). Но точ- 

ная оптимизация (П.1.6) поз > 0, г<0и} < 0'во многих интересных слу- 

чаях практически неосуществима. Поэтому ограничимся рассмотрением слу- 

чая, когда параметры $, ги # выбираются из условия максимизации функции 

Е (В, $, г, ®, определяемой равенством (П.1.Т), или, что то же самое, макси- 

мизацией (П.1.6) при у=0. Но в этом случае 

Е (В, 0) =Е. (В, 0) =Е (В) (1.1.9) 

представляет собой оценку экспоненты вероятности ошибки при декодиро- 

вании по максимуму правдоподобия. Это значит, что вместо оптимальных 

значений 5, г, & мы используем такие, которые обеспечивают наилучшую 

оценку экспоненты Е (В). Обозначим их соответственно через 5%, го, &. Такой 

способ выбора параметров назовем частичной оптимизацией. При этом из 

(П.1.6), (П.14.8) и (П.1.9) получаем 

Р (БОВ) <2ехр {—n| (R) + ——— ah || ’ 

Р(Б) < 2exp|—n| £() - ey]. . 

Из (П.1.10) с учетом того, что обычно при у > ОР (Б) <Р (БИВ), и что 
Р(БОИВ)=Р (Б)-Р (В), т. е. Р (В)-ЕР (БИВ), получаем доказательство 

теоремы 1.5. ` 

(11.4.8) 

(11.41.40) 

11.1.2. Доказательство утверждения 1.1 

Как было показано В ‚приложении П.4.1, экспонента вероятности ошибок 
‘при декодировании по максимуму правдоподобия Е (В) оценивается как 

Е (В) > шах Р(В, $, г, #, 
#20 '(П.4.11) 
r<0 

$<0 " / 

где Р (В, $, г, #) определяется равенством (П.1.7). Заметим, что производя- 
щая функция весов фз (В) есть возрастающая по 2 > 0 функция. Поэтому, 
как следует из (П.1.7), максимизация РГ (В, $, г, #) по # соответствует мини- 
мизации по { функции & (г, #), определенной в (1.10) теоремы 1.5. Эту функ- 

цию #(г, #) можно представить в виде &(г, #) = [0—9 (1 — e) 77/2 
— (1 — =) (+2 85-12] | 2 [в (1 —=)] (1-7). Отсюда следует, что # (г, #) до- 
стигает мивимума при условии, что (1 —г-- #)/2=—#/2 или # = (г—1)/2, 
кеторый равен 

min g(r, t)==2[e (4 — .) 6-99. (11.41.12) 

Учитывая, что оценка (П.А. 11) справедлива при любом г < < 0, выбираем 
г=2з;—1 (некоторая аргументация такого выбора будет дана в приложении 
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П.1.3). Обозначая через Р (В, $) функцию F (R, $, г, й при максимизи- 
рующем`ее значении {=(г—1)/2 и выбранном г=25—1, получаем 

    

  

Р(В, $) = sat In (e1-® + (1 — e)!-*) — i _ $ № (=29-22 -|- (1 — в)? 1-2) — 

1 2 (= (1 —=))1-* 
=: a( aa (1 er ) . (П.1.13)- 

При этом в силу ограничения $ > 0 иг < 0 имеем 

0 < < 112. . (1.1.14) 

Функция Р (В, $) является уравнением однопараметрического семейства 

кривых с параметром $. Нас интересует огибающая, расположенная выше 

всех кривых этого семейства. Иными словами, оптимизация по $ сводится 

к построению огибающей для семейства (П.1.13). Проще всего уравнение 

огибающей записывается в параметрическом виде двух уравнений, одним из 

которых является (П.1.13), а другое имеет вид 

OF (R, s)fos=0. (11.41.45) 

Эту огибающую (при допустимых значениях $) примем`в качестве оценки для 
экспоненты Ё (А). 

Обозначим через С1 скорость передачи, соответствующую той точке оги- 

бающей, при которой 5=0. Согласно (П.1.13) в этой точке 

Е (В) =Е (С!) =0. (1.1.16) 

В силу условия (П.1.14) огибающую можно принимать за ЕЁ (В) лишь пока 
$ <1/.. Скорость передачи, соответствующую точке огибающей, в которой 
$=1/,, обозначим через В„. При В < В, положим з=1/, и согласно (П.1.13) 
получим 

E(R)=F(R, z)=— ainda eve (—е) ), (П.1.17) 

что завершает доказательство утверждения 1.1. 

П.1.3. Доказательство утверждения 1.2 

Применим утверждение 1.1 для оценки экспоненты Ё (В) в случае кодов 
с хорошим спектром весов, определяемым теоремой 1.3, т. е. 

(1 при и=0; ' 

М (ш)=3 0 при Зи < тг; = (0.4.18) 
пС*2- 1-1) при Звтп Зи < п. 

Производящая функция в этом случае оценивается как 

n 

фе (2) < п2-@-®)* У Ce", (7.1.19) 
7 w=oppn 

Очевидно, что во всех случаях z > O оценка tp (2) TONBKO усилится, когда 
суммирование начнем © ш=0, т. e. 

kh . 

Фе (2) < п2-@-Е)п > cv" — п2-@-Е)я (1 -|- 2)7. | (0.1.20) 

w=0 
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Однако оценка (П.1.20) становится слишком грубой при таких значениях: 

;, когда максимальный член С% 2“ будет при ш < пё8вг=4. В этом случае, 

учитывая, что максимальным в (1.1.149) является член С424, воспользуемся 

следующей очевидной оценкой: 

(2) < п2-Я-Е)* 0414 (п — а) n2Q7-F)ncd 24, 1.1.24 фе (2) n ) 
H(3 

Учитывая, uro R=1i — H (®sr), d=nipp U Са < 2” (Br) оценку 

(1.1.21) после элементарных преобразований можно представить в виде 

фр (2) < п?:" ВГ. (0.4.22) 

Обозначим через А, скорость передачи, при которой обе оценки (П.1.20) 

и (П.1.22) приводят к одному и тому же значению Е (Во). Тогда для В < Ro 

можно применить оценку (П.1.22), которая приводит к более высокому зна- 

чению Е (Е), нежели оценка (П.1.20), а для В > Во можно применить только 

оценку (П.1.20). 
Легко проверить, что, используя утверждение 1.1 применительно к оцен- 

кам (П.1.20) и (П.1.22), мы непосредственно придем к теореме 1.4, т.е. полу- 

чим, что Е (В)=Еь (В). 

Однако в рассматриваемом случае можно доказать оптимальность Ус- 

ловия г=2;—41, принятого при доказательстве утверждения 1.4. Для этого 

обратимся к выражению (П.1.7) для РЁ (В, $, г, 9. Обозначая Р (В, $, г, 1) 

при оптимальном значении параметра #= —(1—r)/2 через Р (К, з, г), после 

замены производящей функции фр (2) оценками (П.1.20) и (П.1.22) получаем: 

при А > Ro 
"$ r 

F(R, 8, r)= =; (4— R)ln2 +o   In (e3~* -- (1—=)1*) — 

  

  

  

2s — = s Inn 
a в (. 2 + (1—¢) 2 ; (1.1.23) 

  

  

    

$ _ s—r on 

‚при А < В, 

г 
1-7. 

F(R, 5, г) = 5—р аи фар (26 — 9) $ )_ ; 

$ 2s Inn 

— sz (4 Ber) im (e+ (LE —8)) и. (1.4.24) 

Величина А, определяется из условия равенства правых частей выражений 

(П.1.23) и (П.1.24), которое после соответствующих преобразований и при 

п —> co принимает вид 

_Н (8вг) №2 Е вр In (2 (= (1 — )) 1-22) + (1 — 8вг) № (#7 (@— в) 7”) — 

— 2 (1-7) ++ (1— &)9-7)8) = 0. (0.4.25) 

Введем вспомогательный параметр х== 5/(5—г), тогда для В > Ву в с00т- 

ветствии с (1.23) получаем 

F(R, s, r)=F,(R, 3, 2) ==(1— В) Ш2— (1—2) Ш (ct-# +- (1 — €)!-#) — 

1 1 
_osin (2 (1-84]2) Le? ани} 
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Вычисляя производную по $, находим 

oF, (R, $, x) 

  

wl a (1 — 2) (0/1 — @)!-* X 
. 1 

1 — (=/4 — e) 2 (revi) {—e 
x i In е e 

_ ( 5 @-ини=) 

Ча-И — e)!-#) 4 + («14 — =) 
Отсюда следует, что дЁ1 (В, $, 2)/03=0 при з=2/(1--1), причем для $ < z/({--z) 

6F, (R, s, z)/is>0, a Waa s> х/(1--х) ЭР! (В, $, xz)/és<0, Tak что при 

$=/(1--х) величина Р1 (В, $, 2) достигает максимума по параметру 5. . 

Подставляя вместо х его значение, получаем s=(1-++r)/2 или г=25—1. 

Так какг< 0, а; >> 0, то приходим к следующему диапазону изменения пара- 

метров $ иг: 0<:<!/); —1{ <г< 0. И 

Таким образом, при`В > А, получаем два участка: первый, когда 

С. = А > В, на котором г= 25—41 и0 < $ 31], и второй, когда В, > В > 

> В., на котором г=0 и з=1/.. На первом участке, заменяя г его значением, 

получаем 

E(R) =F (R, s, 2s—1);==7—~> (1=R) n2— 

  —T In (e!-® + (1 —e)*"*). (1. 1. 26) 

Последующая оптимизация по $ приводит к построению огибающей однойара- 

метрического семейства кривых (П.1.26), зависящего от параметра s..B ре- 

зультате соответствующих преобразований. получаем параметрические урав- 

нения, связывающие Ё (В) и В, одним из которых является уравнение 

(II. 1.26), a Bropoe umeet Bug R= 1 — A (e!-*/(e!-*+- (1 — в)12°)). 

При 5=0 Е (В)=0, а А=С1=1—Н (а), так что для кодов с хорошим спек- 

тром весов С: совпадает с`пропускной способностью канала С. 

На втором участке, подетавляя в Р (В, $, г) значения r=0 uw 5=1/., полу- 

чаем Е (В) =(1— В) ш2— № (1-+-2% (1 —е)). Точка А=А„ разделяю- 

maa первый ‘и второй участки, определяется равенством В, =1— 

— Н(УЕ У: + УТ ©)). Точка Во, ограничивающая слева второй участок 

{на котором г==0, а $=1|2), определяется соотношением (1.1. 25), кото- 

рое после замены г=0, $=\/ принимает вид H (gr) In2—In(1 +- 

—ш (1+ 2% @ — =) + 8г№ (2%: ({—е)) =0. Переписывая это равенство 

в виде 
. 5 —_—__ 

Ser (1 (2¥i (1—:) — Ш =) — (ш (12% —=))— 

opr 
—In ( +.) =0, 

получаем очевидное решение 85г/(1 — 8вг) =2 У: (1—е), откуда следует, 

что R= 1—H(2ve(i— e)/(4 +2ve(i— ))). 
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Учитывая, что при В < А, функция Р (В, $, г) определяется равенством 

(П.1.24) и что в точке А=А. имеют место равенства г==0, =1/›, примем 
значения параметров г и $ одни и те же для всех А < А.. Тогда для А < Rg 

получаем Ё(В) = —8 вт ш (2%: (1—е)), где 8вг— оценка Варшамова— 

Гилберта в точке А, что завершает доказательство утверждения 1.2. 

ПРИЛОЖЕНИЕ П.2 
~ 

П.2.1. Доказательство утверждения 2.1 

Слово В будем строить поэтапно: 

на первом шаге определяем элементы By для j= 1, by, 1=1, т, 

с последующим кодированием слова в: -|-В: кодом В1, в результате чего 

получаем слово 11; - 

на втором шаге определяем элементы Ву; для 1 =61--1, 6», i= 2, т, 
с последующим кодированием слова п. В» кодом В+, в результате чего 

получаем слово 12; 

на 5-м шаге определяем Ву; для } =$,_1 1, 6,» # = $, т, с последую- 
щим кодированием слова 1,--В, кодом В., в результате чего получаем 

слово 1, 

` на последнем, т-м шаге определяем В» ; для j= Bbm-1 +1, Om © после- 

дующим кодированием слова в„-- В» кодом Ви, в результате чего полу- 

чаем слово 1». 
Таким образом, после выполнения всех т шагов получаем не тольк о 

слово В, но и соответствующее слову в--В вспомогательное слово 1. 

На первом шаге (1=1, В 5.) условия (2.14), налагаемые на слово В, 

записываются в виде 

mg + Bmy вт 
Gi =. |. (1.2.1) 

ча, +1; вау 

Равенство (П.2.1) представляет собой систему уравнений относительно 
неизвестных В;;, в которой элементы |4; являются известными. 

Если матрица С1! невырождена, то эта система имеет решение,. и 
притом единственное: - 

Вт Е Вт; т; 

= Git ° ’ j=1, by. 

biz + Bry #1; 

Используя код В1, кодируем слово {11 -- В: и получаем слово 11, причем 

у, - Вау для ] =1, 61. На втором шаге (1=6: --1, 6») условия (2.14) 
записываются в виде 

Bg Е Ву Qmi т у 

Ga}. - + - filmy]: |. | ` (II. 2. 2) 
toy + Bey Qa #2 у 
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Равенство (П.2.2) представляет собой систему уравнений относи- 

тельно неизвестных В;,, в которой 1;, И 11; являются известными (11; 

было вычислено на первом шаге). 
Если матрица Gee невырождена, то эта система имеет решение, и 

притом единственное: 

=68| : |-+6>| : Ши) =, be 

bez + Be, Yo 7 051 

Используя код В», кодируем слово п -|- В» и получаем слово 1з, причем 

Ту =; + Bey для } =1, 6». На $-м шаге (1 =6,-Е1, 6,) условия (2. 14) 

записываются в виде 

Вт у + Bing От, 8... От, 1 Ys-1, бт 

Gos ; +] - О |: 2.3) 

Us 7 + Bey Qs, г-1-.- Оз, 1 1; Vez 

Равенство (П. 2. 3) представляет собой систему уравнений относительно В ,;, 

в которой в4;.И 1;; являются известными (элементы 1;; вычислены на 

предыдущих $ — 1 шагах). 
Если матрица С,; невырождена, то эта система имеет решение, и при- 

том единственное: 

вт у + Bm; Cm 7 От, г1 --- Ота ||| Ла-1, у 

ен: |468: ее | 
Mes + Bey Ue; 9: з-1 -.- Ол 1, у 

==, 1 1, 6, (П.2. 4) 

Используя код В,, кодируем слово в,--В: и получаем слово 1,, причем 

Vez = Rez T Pez для j=1, 6, Наконец, на последнем, т-м шаге (= 

=, 1 1, 6„) условия (2.14) записываются в виде 

Ym-1, 7 

Qrmm (Hg + 8mg)—WQm, ma -e+ бт | 2 | вату (HI. 2. 5) 
11; | 

Равенство (П.2.5) представляет собой уравнение относительно Ву» 

в котором Вт; И 1; являются ‘известными (элементы 1;;, вычислены на 

предыдущих (т — {)-х шагах). 
Если матрица От = @и» невырождена, то это уравнение имеет реше- 

ние, и притом единственное: 
Ym-1, Я 

Ping + Ви; = — Отит + Orn т | От, т... Ол | . ‚ == би + 1, Dy 

11, 4 

Используя код Ви, кодируем слово ви -- Ви и получаем слово 1„, причем 

Яту = Вт; + Bray для ]=1, би. 
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Предположим теперь, что среди матриц С. д. i==-1, т, хотя бы одна, 

например С,‚, является вырожденной. Так как элементы 14; информацион- 
ного слова в принимают все возможные значения из поля СЕ (27), to 
наряду CO словами р, для которых система ‘(П.2.3) будет иметь более 

одного решения, найдутся и такие, для которых эта система окажется 

несовместной. Но для таких нельзя построить слова а, такого, чтобы 

=, }=1, в, { =1, т. Следовательно, если матрица С,, вырождена, 

то построение систематического каскадного кода оказывается невозможным. 
При изложении схемы определения элемёнтов В;; слова В предпола- 

галось, что 6, “65.«... < Ви. Однако легко видеть, что эта схема остается 

справедливой и при любом соотношении между величинами 6;, меняется 

только порядок кодирования кодами В;. Именно ecau b, Cb, <<... <b, , 

то сначала рассматриваем 1=1, 6,, затем =, 1,6; и т. д. до = 

=b, + 1, 6,„, последовательно определяя соответствующие элементы В; j 

и при помощи кодов В,В,,...В,„, находим CMOBA ¥4 4; +++ Vin. 

П.2.2. Систематическое кодирование 
для треугольной кодирующей матрицы 

Если С, — невырожденная нижняя треугольная матрица, то соотно- 

шения (П.2. 3) существенно упрощаются. — 
Действительно, так как в этом случае О;, =0, ecum s<i, To (II. 2. 3) 

принимает вид, вообще не содержащий элементов 14: 

ту - Ви Вт 
Ges . jb, +1, 0,, s=i, m. (II. 2. 6) 

Us 7 +8, j ez 

Это значит, что слово В и вспомогательное информационное слово ».-+ В 
можно определять без использования внешних кодов В; или что эти слова 
не зависят от характера внешних кодов, а целиком определяются коди- 
рующей матрицей Со. 

Используя клеточную форму записи матрицы Со (2.17), заменим вы- 
ражение (П.2.3) следующими уравнениями: 

Тот (ту + Bm sz) = ту, ` 

1, т (Вт у + Bing) + Ly -1, m-1 (Um-1, j + Bint, j) =Pm-1, у’ 

Qs, m (Ви; + Bing) eee $ Qe, ott (Mesa, j + Bess, j) +2 6 (В+; + 8» ;) = Pegs 

где j=b,414+ 1, 6,. 

Из этих уравнений непосредственно получаем 

вт у + Bing = Tmt my 

U-m-1, Я + Ва, j — Ти, т-ЦИт-—, j + To, m-12m-1, m (ту + Bing)» 

: И . (П.2.7) 

Peg Bey = Таз} +... 2... + Тит (ту + Вт). 

Так как переход от шага $ к шагу $ -- 1 соответствует лишь отбрасыванию 
последнего из уравнения (П. 2.7) при сохранении всех предшествующих 
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ему уравнений и изменению интервала j= b,,+ 1, 6, Ha MHTepBal j = 

—=6,--1, 6,41, то это значит, что каждое из уравнений (П. 2.7) опреде- 
ляет соответствующий ему элемент в;,-- В; для всех ex j= 1, by 5 при усло- 
вии, что сначала определяется и„;--В»у для j=1, b,, _вт, BATOM By, gb 

+81, ; для 1] =1, 6, лит. д. до вау + ва; для =, 61. 
Если же все Г; = Е„, — единичные матрицы порядка а;, то выраже- 

ния (П.2.7) еще более упрощаются и принимают вид 

Вт; = — = 0, 

Bn-1, jm От-1, mm 7» 

. . ~ (II. 2. 8) 

Bey = Qo, 041 (Hert, gt Beat, j) tee $e, maa (m1, gt Вт-а, pt Caml mz» 

‚ Ву == Ола (в; + В; - ... -- 91, т-1 (ит-а, у + Виа, у) + Отт, 

где при определении элементов В,, величина } меняется от 1 до 6,. 

П.2.3. Построение матрицы Ну для системы вложенных кодов БЧХ 

Если 1-й внутренний код А; является кодом БЧХ, проверочный много- 
член которого й#;(х), то проверочная матрица этого кода имеет вид 

h, (=) 
z h, (2) 
x* й; (2) 

xt 

$—1 

> &g~1 

10 №3 (2) 

Таким образом, задача построения матрицы Но сводится к тому, как, 
зная многочлены йЙ! (57), й, (2), ..., №» (2), построить матрицу, из которой 
в результате отбрасывания первых а„--аи_1-Р. ..-На; строк получаем матрицу 
Н;, эквивалентную матрице Ну, {=1, т, т. е. такую, из которой матрица 

Н „; может быть получена при помощи элементарных преобразований строк. 
Для решения этой задачи рассмотрим вспомогательную матрицу‘ 

    

    

‚ 1 

=z 

хат-1 

hi, (2) flo = m ‚ 
° 2 hi, (2) 

mol 

> 4;—1 

x Вт (2) 
где hy (x) =h,, (2). 
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Если отбросить первые а„ строк матрицы Но, то получим матрицу H,,,, 

которая определяет код Ан. 

Покажем, что матрицу Но при помощи элементарных преобразований 

строк можно привести к такой матрице Но, что, отбрасывая у нее первые 
amt omni + es -- а; строк, получим матрицу, эквивалентную матрице Я, 

т. е. матрицу, определяющую код, эквивалентный по кодовому расстоя- 

нию (т. ©. с тем же кодовым расстоянием 4) коду А;, отвечающему 

матрице Ну. 
Действительно, рассмотрим многочлен й»_: (7) степени ам: йш-1 (7) = 

==B m1, 0 + Bt, 2--... + Виа - 2°т-, rye BI, »€ GF (2). 

Тогда, умножая (аи -- у)-ю строку матрицы Но на коэффициент Виа. 4, 

у=1, аа 1—1, и прибавляя полученные таким образом строки к каждой 
строке матрицы Н начиная со строки а„--а„-:--1, получим матрицу 

(П.2.9) 
— 

      

4 
1 

{ т 

т 

ата 
зат 

в (2) | 
hy (2) 

z OS, (2) = №9 . . (П.2.9) . 

g’m—1-1 р» (2) дет hn (5) | 
йт (2) Вт (2) . тт (2) о А ° 

ны Я т—1 (x) 

@;—1 

s= ° * * дит Ят-а (2) | 18 =0 | hin (2) hp -1 (2) hes (2) 
x тэ (1) 

gt hy (x)   
Далее рассмотрим многочлен йш_2(т) степени Om. м2 (2) = Виа, о-- 

Вы, ат... Е Ви, ата" + =“"-* и применим описанные опера- 

ции к матрице {П.2.9) начиная с (аи -Рат-1 Ра 1)-Й строки. С по- 

лученной таким образом матрицей повторим те же операции применительно 
к многочлену #3 (т) ит. д. В результате приведем матрицу Ни к виду 
(П. 2. 10), где #; (2) определяется выражением (2. 27). 

Так же как на 1-м этапе построения матрицы Но первые ее а„-- 

+ mat... + 2,741 СТрок остаются неизменными и не используются 

в.преобразованиях остальных строк, следует, что, отбрасывая в матрице Но 
On, + Omi ›-- @м-441 Первых строк, получим матрицу Н‹, эквивалент- 
ную матрице Ну. 

Таким образом, матрица (П.2.10) является искомой проверочной матри- 

цей Но, определяющей систему вложенных кодов БЧХ. 
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11.2.4. Доказательство теорем 2.3 и 2.4 

В соответствии со способом кодирования внутренним кодером и выбран- 

ной нумерацией внутренних кодов кодовые слова кода А, получаются в ре- 

зультате умножения столбцов вспомогательного слова на матрицу Су, т. е. 

а(1)=Соу(), где а(7) — кодовое слово кода А, (вектор-столбец), а 1(1)—век- 
тор-столбец, у которого п1—у нижних символов нулевые, а остальные произ- 

вольные. Следовательно, а“7) является линейной комбинацией над полем 

СЕ (2) тех столбцов матрицы бу, номера которых не превосходят п„—У. Дру- 

гими словами, код А, является линейным пространством, порождаемым 

первыми и„—у столбцами матрицы Gp. 

Учитывая сказанное, матрицу Су будем строить столбец за столбцом, т.е, 
переходя от кода А, к коду А ‚1. В качестве первого столбца выберем любой 
столбец веса п,/2. Пусть уже выбраны первые п,„—у столбцов матрицы бу, 
т. е. уже построен код А’, удовлетворяющий условию теоремы. Тогда в ка- 
честве следующего, (п„—"--1)-го столбца выберем любое слово того смеж- 
ного класса кода А,, минимальный представитель которого имеет наиболь- 

ший вес и„. Тогда кодовое расстояние 4, „1 кода А,_: (представляющего 

собой объединение кода А, с выбранным смежным классом) будет равно 

dy, y-1 = ПМ {4,, Шт}. Если шт > 44», ТО 4, ,1=4, и код А,_1 удовле- 
творяет условию теоремы, так как А, >А.,. Если же и„< 4, то 
dg, 9—1 = Wm- 

Но число смежных классов 2"’а, » кода А,, где г, — число проверочных 
символов кода А,, удовлетворяет неравенству 

Wm day—1 Н (8 
27а» < > Cia = > Chg < 274 (Sa, v1), 

` wl w=1 

~ 

которое следует из того, что любое слово веса WwW < ш„ принадлежит одному 

из смежных классов и любой смежный класс содержит слово, вес которого 

не превосходит иж. | 

Так Как Го, — Та, „—1--1 — Пв (1 — Па, »—1) + 1 = n (sr (Аз, y-1)) + 1, To 

из последнего неравенства следует, что пзЁ (dpy (Ry, „-1)) +1 < gH (84, ,-1) 

HIM 8, y-1 > Spr (Aa, ‚›-1), т. е. что код А,-1, так же как и код А„, удовлет- 

воряет условию теоремы. Так как единственное ненулевое кодовое слово 
кода Ап,_1 совпадает с первым столбцом матрицы Со, вес которого по условию 
равен п„/2, то и этот код также удовлетворяет условию теоремы (так как 
его кодовое расстояние достигает границы ВГ). Последнее утверждение за- 

вершает доказательство теоремы 2.3. Перед доказательством теоремы 2.4 
докажем следующую лемму. 

Лемма 2.1. Среди смежных классов любого двоичного линейного кода 
длины п © г проверочными символами найдется по меньшей мере 5 > 

> (2”—2п)/® смежных классов, спектр весов которых удовлетворяет нера- 

венству 
N 

N(w) <nCv2-",  w=1, n, (II, 2. 11) 

где N (w) — число слов веса ш в смежном классе. 

Доказательство. Пусть A (w) — доля смежных классов, для 

которых число слов веса w—N (w) we удовлетворяет условию (П.2.41). 
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Так как число смежных классов равно 27—41, а общее число слов веса ш 
равно С и любое слово входит не более чем в один смежный класс, то для 

любого ш справедливо очевидное неравенство 

CR d(w) (2° — 1) n GE < Cy, 

откуда » (0) < 2'/(2" —1) при .ш=1, п —1Т, причем ^(0)=0 и \ (п) < 
< Ы(27 —1). 

Таким образом, число смежных классов, для которых хотя бы для од- 
ного ш не выполняется условие (П.2.11), не более чем 

    

| к —1 2 1 —1. ео Уи < [три 
2—1 . 

следовательно, при всех & =1, п 

2” — 2n нь, п—1 
  ен 

что и требовалось доказать. 
Доказательство теоремы 2.4. Учитывая замечания, сде- 

ланные в начале доказательства теоремы 2.3, будем, как и в этой теореме, 

строить матрицу бу, определяющую систему вложенных кодов A,, v=1, n,—1, 

Удовлетворяющих условию 

N (w) < ngCn,2°% =en, Cage” (П. 2. 12). 

столбец за столбцом. Здесь в качестве первого столбца выберем любой 
столбец, вес которого равен п,/2. Пусть уже выбраны первые п.„—у столб- 
цов матрицы Су, т. е. построен код А,, удовлетворяющий условию (П.2.12). 
Тогда в качбстве следующего (п„—у--4)-го столбца выберем любое слово 
смежного класса кода А,, в котором число слов М, (ш) удовлетворяет 

условию М, (№) < паС 2^, ш = 1, Ng . 

Как следует из леммы 2.1, такой смежный класс (при г, > 100» Зп,) 
существует. 

Учитывая, что спектр весов кода А, представляет собой сумму 

спектра весов кода А, и выбранного смежного класса N,_, (w) = WN, (w) + 
+ N,(w) <n,Ce 2 + Nghe = Nal Zo}, видим, что М№,_1 (№) удовлетвд- 
ряет условию (П. 2. 12). 

Так как при у=п,—1{ условие (П.2.12) выполняется очевидным 
образом, то для всех v>log.3n, приходим к неравенству М, (№) < 

< пС*2-"а-Еа5). После замены Cz, на 272 @т) и 1—В,, на 

A (pr (В.,)) получаем М, (1) < по ”а( И (ета) ~# (Bray) )), 

Отсюда видно, что при достаточно больших ng ANA win <dpp (Ray) 

величина №, (Ш) <1, т. е. М, (и) =0. Учитывая также, что М, (0) =1, 
приходим к теореме 2.4. 
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П.2.5. Доказательство теорем 2.5 и 2.6 

Доказательство теорем 2.5 и 2.6 почти полностью совпадает с доказательством 
теорем 2.3 и 2.4. Отличие состоит? лишь в том, что в качестве первого столбца 
матрицы @, выбирается любое слово веса. п„/2 при дополнительном условии, 
чтобы его первый символ равнялся единице. Затем после выбора (п„—%)-го 
столбца, который производится так же, как и при доказательстве теорем 2.3 
и 2.4, выполняются преобразования, при помощи которых этот столбец 
приводится к такому виду, что верхние его и„—у символов равны нулю (что 
достигается добавлением к этому столбцу соответствующих столбцов из числа 
первых па—\), а (п„—у--1)-й символ равен единице. 

Последнее условие, если оно не выполняется сразу, достигается переста- 
новкой (п„—у--1)-й строки с любой строкой большего номера, у кото- 
рой в (п„—\--1)-м столбце стоит единица. Учитывая, что добавление 

к (п,—у--1)-му столбцу предшествующих столбцов соответствует выбору в ка- 
честве этого столбца другого слова из того же самого смежного класса, а пере- 
становка строк не меняет спектра весов ни в коде, ни в смежном классе, 
приходим к выводу, что если в матрице Су уже построены ng—V нужных нам ` 
столбцов, то можно построить и (п„—у--4)-й столбец. 

Отметим также, что если построена треугольная матрица б,, удовлетво- 
ряющая условиям теорем 2.5 и 2.6, то элементарными преобразованиями 

только а;, #=0, п.—1, рядом стоящих столбцов (что не изменяет множества 

кодовых слов кода А;.1) ее можно привести к специальной треугольной 
матрице. 

Таким образом, теоремы 2.5 и 2.6 справедливы и для специальной тре- 

угольной матрицы, определяющей систему из т вложенных кодов А; со ско- 
ростями передачи Аи==(а;--а;.1--...-Раш)/па, 

П.2.7. Доказательство теорем 2.7 и 2.8 | ° 

Доказательство теоремы 2.7. Покажем сначала, что теорема 
справедлива для некоторого фиксированного у. Обозначим yepes J, MHO- 
жество всех ненулевых элементов 7 поля СЕ (2"“), таких, у которых послед- 
ние у символов (в двоичной записи) равны нулю, а через /:1 — множество 
всех элементов 2, обратных элементам из множества /,. Выделим теперь 
множество @, элементов ®, вес которых (в двоичной записи) меньше, чем 

число 4.,, определяемое неравенствами 

За»-—1 

> Cia < < 2’ < Cres 
8—1 8—1 

и построим множество Оу, элементы которого и представляют собой все 
возможные (различные) произведения элементов «69, и вЕЛ;!, т. е. 

и == ор. Тогда любой ненулевой элемент #Е0,, где О, — дополнение И, до 

множества всех .ненулевых элементов поля GF (2"2), порождает код с ко- 

довым расстоянием 4, таким, что У Ста > 2, Н- или Н (ат) > 
8—1 
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П.2.6. Таблица элементов mo1n GF (27) © 

Таблица П.2.1 
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Таблица П.2.1 (продолжение) 
  

    

  

      

Степень Представление многочленом Представление 

52 + oA 23-4221 2 (0144410) 
53 a+b oAt 23+ 22 (1444100) 
54 28-|-25-- 24-1 4110004) 
55 а - 1410404 1) 
56 де 744 734 72+ ot 40414444) 

57 ба 2-1 (0110444) 
58 або 9-х 44104110) 
59 2-й 22-1 1040104) 
60 2х1 (010001 4) 
61 аа 4000110) 
62 et (0000101) 
63 bez (00010 1.0) 
64 xz (0010100) 
65 , +28 (0101000) 
66 x8 1010000) 
67 25--23--1 (0404001) 
68 2-х 1010010) 
69 25-13-21 (01044014) 
70 два 23-х (4041010) 
71 x24 28+ 2?-+-1 (0141401) 
72 28-25-4232 (411410140) 
73 ава 8-1 (114141041). 
74 x6-254-24-+2-+-4 (1440011) 
19 e283 2-+ao+4 (440444 4) 
76 erate pets 4010444) 
a7 + +o (010044 4) 
78 a --х 4001110) 
79 +24 (0010101) 
80 аа (01404010) 
81 дааа? 1010100) 
82 25-1 - (0400001) 
83 28-2 (1.000010) 
84 2-4 (000141041) 

- 85 a+ +z (00110140) 
86 ера (0410100) 
87 28-25-23 (1104000) 
88 28+ 2-+-38-+1 (1011004) 
89 + xAt 791714 (041404 4) 
90 xi ahaha (414014 0) 
91 x8 S+2?-+4 1100101) 
92 oad 1400004 4) 
93 23-2 2-1 (000444 1) 
94 дах (0044141 0) 
95 ааа (0144100) 
96 x81 x81 oA 23 (1414000) 
97 x8 a5 -+att 28+ 1 (1444004) 
98 go4+eS4t At gst ot 44141041) 
99 ааа + tei (4444414 4) 

100 oo oA At o+4 (4141044 4) 
101 26 -- 2-1 44100414) 
102 8-28 --х--1 1000111) 
103 tot (0000114 4) 
104 23-х (0001110) 
105 2-23-22 (0041100)     
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Таблица П.2.1 (окончание) 
  

  

  

Степень Представление многочленом Представление 

106 4 gtt 23 (0441000) 
107 даа (11410000) 
108 28-231 11404001) 
109 28tatt +2-+1 404104144) 
110 И (014444 1) 
111 авиа (11414440) 
112 a 44104014) 
113 26 6--=--1 410004 4) 
114 x6-28+-22-+2-+-4 (400444 1) 
115 ааа =--1 (0010441) 
116 вара (0104110) 
147 авиа 140141100) 
118 --ai+4 - '(011000.4). 
119 x + x (1100010) 
120 x8-+-g3 2214 4001104) 
121 АЕ 2-1 (001001 1) 
122 xx (0100440) 
123 28-73-22 (1001100) 
124 ott (0010001) 
125 25-х (0100010) 
126 28a? 1000100) 
127 1 (0000001)     
  

>1—R,,—loge па[Па. Действительно, пусть 1 — любой элемент множества ],, 

тогда для любых вЕ7;! И «69, имеем 21 5 рот. Но для. любого 1 ЕТ, най- 

дется p== 1 67;\, значит, 21 5 ®. Следовательно, вес элемента #1 не менее, 

чем 4». 
Убедимся теперь в справедливости теоремы одновременно для всех 

уУ=1, пи —1. Для этого построим множество 

Ясно, что любой элемент #60 (т. е #60) порождает систему вложенных 

кодов, для каждого из которых А, = (п, —%)[п и 4, удовлетворяют усло- 
& 

вию теоремы. Поэтому для завершения доказательства теоремы 2.7 оста- 

ется показать, что множество О не является пустым. Так как мощности 

множеств 7., 151,.0, И, соответственно удовлетворяют условиям | 7, | == 

— 1751 | = 29—41; |9, |< та; |0 < (2"*—1) 2 па < (2"а —1)[т, то 
па-1 4 

[9 |< > |U,|< (1 -=-) (27а —1) и, следовательно, мощность множества 
а 

7—1 

10 |-> (2"< —1)/в„, что и доказывает теорему. Перед доказательством тео- 
ремы 2.8 докажем следующую лемму. 

Лемма 2.2. Число М, (ш) ненулевых элементов поля СЕ (2”4), порож- 
дающих коды со скоростью передачи Ва, ==(п,—\)т, и числом М, (№) 

кодовых слов веса ш, таким, что М, (1) >п?Сп,2-’, не превосходит вели- 
n —( 2 amy чины М, (Ш) < 2” (1 — 2 (па) из. 
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Доказательство леммы 2.2. Составим таблицу из Ся, строк 

и 27'8—1 столбцов, столбцы которой пронумерованы всеми ненулевыми эле- 

ментами #ССЕ (2”<), а строки теми элементами а того же поля, вес которых 

(в двоичной записи) равен ш. На пересечении каждой строки и столбца поста- 

зим единицу, если аб={, где у — элемент поля СЕ (2"@), такой, у которого 

последние у символов (в двоичной записи) равны нулю, и нуль — в против- 
ном случае. Другими словами, ставим единицу тогда и только тогда, когда 
а« является кодовым словом (веса и) кода со скоростью передачи А„,= 
—(”а—У)/п., порождаемого элементом #. Так как при заполнении каждой 

строки рассматривается произведение фиксированного ненулевого элемента 

на все ненулевые элементы поля СЕ(2”“), то в результате пробегаются (но 
в другом порядке) также все ненулевые элементы этого поля. Учитывая, что 

число ненулевых элементов 1 равно 2”а—41, приходим к выводу, что каж- 

дая строка таблицы содержит ровно 2"а” —1 единиц, а значит, вся таб- 

лица содержит М, = Ст, (2"4-* —1) единиц. 
‚. Рассмотрим теперь такие М,(ш) столбцов, в которых число ‘единиц 

больше, чем п?Сз,2-”. Эти столбцы соответствуют’’элементам g, порож- 
дающим коды со спектром весов, удовлетворяющим условию леммы. 

Общее число С, единиц в этих М, (№) столбцах удовлетворяет очевид- 

ным неравенствам М, (ш) пСя.2-* < Г, < N,, ornyna M, (w) n3Cng2” < < М, = 

== 0%, (2 —1) или М, (ш) < 2”а(1 — 2—("а—^))|п2, что и требовалось до- 
казать. 

Доказательство теоремы 2.8. Обозначим через М число всех 

ненулевых элементов #6 СЕ (2"<), порождающих систему вложенных кодов; 
такую, ‘что хотя бы для ‘одного кода А, со скоростью передачи Аз, == 

== (7, — У)/па, У=1, п, — 1, спектр весов М, (1), ш = 1, п, удовлетворяет 

неравенству хотя бы для одного значения №, we=1, ng М, (Ш) > п2Св 
Значения М оцениваются сверху как 

5 Ум < $ Уре неон ам 1) 
v=1 w=1 v=1 w=1 “ 

Но{тогда число элементов &, порождающих коды, спектр весов которых 

удовлетворяет условию ` 

N, (w) < n2Ch,2°, v= 1, ng—1, Ш =, Па» (11. 2. 13) 

равно 2"а —1— М> (2"а — 1) (1 — (п, — 1) то) = (2"а —1)/п, и так как 

(2"а —1)/п,>1 при п,>1, то элементы &, для которых выполняется 

условие (П. 2. 13), существуют. 

После замены Сп. на anal (wita) и уп, =41—В., на Н (sr В) из 

{П.2.13) получаем М, (ш) < п?2"° (4 (wina)—# (Br (Rav))}, и так как при до- 
статочно больших п, для ш < пов вг (Ва,) величина М, (1) < 1, то дяя этих ш 

№, (ш) =0. Учитывая также, что №, (0) =1, получаем неравенства (2. 34), 

т. е. приходим к теореме 2.8. - 
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ПРИЛОЖЕНИЕ П.3 

11.3.4. Доказательетво утверждения 3.3 

Рассмотрим каскадный код порядка т с нижней оценкой кодового расстояния 

(В, т) и скоростью передачи А. Как всегда предполагаем, что в качестве 

внутренних и внешних кодов выбраны наилучшие из известных кодов (см. 

разд. 3.1.1). Напомним, что параметры А и 5,(В, т) определяются равен- 

ствами 

т 

R= > (Ras — Ra, 1) Вы» 8 (В. т) = шо Ц, (П.3. 1) 
Ё$—1 ° $ . 

где 81 == (1 — А) бвг (Аз). 
Рассмотрим построение каскадного кода порядка т--1, удовлетворяю- 

шего утверждению 3.3. При этом его параметры в отличие от параметров 

исходного кода будем отмечать штрихом. 

Для нового кода порядка т--1 положим .. 

Ror= Rag 4 Res = Rog Upu is, 

4 

Ras =y (Roe + Ra, or) и Вы =1 — 5" pp (Aa, o41) Upu tsi, 
(IT. 3. 2) 

Ваз == Ва, и Ен = Яь, 4 при $ ==$ 1. 

Схема преобразования исходного кода порядка т в новый код порядка т- 1 

показана на’рис. П.3.4. 
Указанный выбор внутренних и внешних кодов приводит к равенствам 

358) = 8) при {< $; 

6, = tyr (Ва, e+1) (1 — В,, e+1) = 8) npu i=s-+1; 

B= 31") apy t>s+4, 
  

    

    

    

    
  

  

      
Рис. П.3.1. Схема преобразования каскадного кода порядка т в код по- 
рядка п--1 
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Рис. П.3.2. Схематическое представление распределения ненулевых сим- 
волов (заштрихованная область) в слове каскадного кода в случае произ- 

вольной (а). и нижней треугольной (6) кодирующей матрицы Со 

из которых согласно (П.3.1) следует, что $8) (В’, т-- 1) = шш 4) = 
‹ 

= min 8(=) —=5(®) (В, т). 
4 

Таким образом при указанном построении каскадного кода порядка m+1 

нижняя оценка его кодового расстояния осталась такой же, как и у исход- 
ного кода порядка т. ‘ 

7+1 

Вычислим теперь скорость передачи А’== У (В — Ви+1) Вь- Под- 
$=1 

ставляя в это соотношение равенства (П.3.2), после элементарных пре- 

образований получаем Е’ — В =1|, (Ви, — На, г+1) (Въ, за — Нь»), что, впро- 

чем, ясно из рис. П.З. 1. 

Так как Ras > Ra, stl» R;, 8+1 — 1 — 618) Sar (Ra, в+1) > 1 — oS Ser (Ras) = 

= А, получаем А’— А _>0, что и завершает доказательство утвержде- 

ния 3.3. 

Аналогичным образом можно показать, что и для каскадных кодов НЗ 

можно, увеличивая порядок т, увеличить скорость передачи Е, не изменяя 

нижних оценок степеней защиты. 

11.3.2. Доказательство утверждения 3.4 

Рассмотрим подмножество У; кодовых слов а каскадного кода, которым 

соответствуют информационные слова p, удовлетворяющие следующим ус- 

ловиям: 

и, =0 для всех $ 

bez, =O для ] < 7, 
Оч ы 1. п. 3.3 

в; произвольны для j > xy, = (П ) 
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"Тогда множество рассматриваемых вспомогательных слов у и соответствую- 
щих им кодовых слов а (учитывая, что код В; — систематический, a Gy — 
квадратная матрица) имеют вид, показанный на рис. П.3.2, т. е. все символы 

слов а вне заштрихованного прямоугольника равны нулю, а сам заштрихо- 
ванный прямоугольник является кодовым словом двоичного линейного 

кода У;, мощность которого | И] = 24$(84—2$). 
Так как все первые х; столбцов любого слова «Г; равны нулю, то фак- 

тическая длина слов кода Г; определяется как 

nf = Nn = Nr, = Ng (nN, — у, (II. 3. 4) 

а его скорость передачи 

== 244 (6; — 1+) [па (пь—х;). (П.3. 5) 

Кодовое расстояние 4 кода У;, как и любого двоичного линейного блочного 
кода, удовлетворяет условию 

dt < ni, (74), | (П. 3. 6) 

где 83 (г;) — любая из верхних оценок величины 4/п для двоичного линейного 

блочного кода. 

Так как код Г; при любом: {=1, т, является подкодом исходного каскад- 

ного кода, то кодовое расстояние последнего удовлетворяет очевидному 

соотношению 

а < min {dz}. (II. 3. 7) 

Соотношение (П.З.7) задает ограничение сверху на кодовое расстояние 4 ка- 

скадного кода. Для улучшения этой верхней оценки следует по возможности 
минимизировать 4*, что можно сделать надлежащим выбором фактической 
длины п и скорости передачи г; кодов Г;. 

M3 (11.3.4) и (П.3.6) получаем 

4; <п (1 — 14/[ть) 85 (7‹). (II. 3. 8) 

Ho из (П.3.5) имеем 

т; ry аз толь т; — (Rag — Rg, $41) Rog / 
  

my Ty G4[Mq = ту —(Ищ-— Нан) (IT. 3. 9) 
Подставляя (П.3.9) в (П.3.8), имеем 

4; < nip (г;) (Rag — Ry. $41) (1 — Вы) (Ви — Па, $41 — rg). (II. 3. 10) 

г 

Из (П.3.10) следует, что минимизацию 4; можно получить {надлежащим вы- 
бором г;. Из (П.3.5) следует, что выбор г; связан с выбором х;, которое в силу 

{П.3.3) может изменяться от 0 до Ву 1, что соответствует изменению г; от 

(Аз — Ва, з-1) Вы до (Ан — Ва, ул) Пь. 
Таким образом, минимизируя (П.З.10) по всем возможным значениям 

г; и подставляя результат в (П.3.5), получаем (3.16), что и завершает дока- 

зательство утверждения 3.4. 
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П.3.4. Характеристики каскадных кодов первого порядка 

Таблица П.З.1 
  

  

                      
  

  

  

ы | Чы | а [9х вах В | бы | а] # |45чх| №вах 

33 | 4 46| 165 | — | — [46 | 48 | 288 |0 | — | — 
32 4 32 160 | 248 | 162 15 | 49 | 304 75 376 75 
31 3 48 | 155 — — 14 | 20 | 320 70 — — 
30 4 64 150 | 252 152 13 | 21 336 65 380 65 
29 5 80 145 — — 12 22 352 60 — — 
28 6 96 140 | 254 | 142 41 23 | 368 55 384 55 
27 7 112 435 — — 10 | 24 | 384 50 — — 
26 8 128 130 | 256 132 1 9 25 | 400 45 400 45 
25 9 144 125 | 342 122 8 | 26 | 446 40 — — 
24 10 160 | 120 | 344 | 120 7 27 | 432 35 448 35 
23 41 176 415 — — 6 |.28 | 448 30 — — 
22 12 192 110 | 348 110 5 29 464 25 480 25 
21 13 208 J 105 — — 6 30 | 480 20 — — 
20 14 224 400 | 352 400 3 |. 31 496 45 496 45 
19 15 240 95 — — 2 32 512 10 512 10 
18 16 256 90 | 364 90 4 33 528 5 — — 
17 47 272 85 | 368 85 

Примечание. в =1, а, =5, да. = 16. 

Таблица П.3.2 

b | dy | d™ | |аБчх вах] Ы | Ч | а | Е |азчх| Вах 

33 1 12 330 — — 17 17 | 204 170 — — 
32 2 24 320 184 317 16 18 216 160 248 162 
31 3 36 310 188 307 15 19 228 150 | 252 152 
30 4 48 300 — — 14 | 20 240 140 254 142 
29 5 60 290 192 287 13 |`21 252 130 256 432 

28 6 72 280 — — 12 22 246 120 344 120 
27 т. 84 270 | 208 267 11 23 276 140 348 110. 

26 8 96 260 214 257 10 | 24 288 400 352 400 
25 9 108 250 216 247 9 25 300 90 | 364 90 
24 10 120 240 220 237 8 | 26 312 80 — — 
23 11 132 230 222 227 7 27 324 70 — — 
22 12 144 220 — — 6 28 336 60 — — 
21 | 13 156 210 — — 5 29 348 50 — — 
20 14 168 200 | 236 202 4 30 | 360 40 — — 
19 15 180 190 — — 3 31 372 30 — — 
18 16 192 180 240 182 2 32 384 20 — — 

\ 4 33 396 10 | 512 10 

1 OE       
Примечание. 

      
L.= 2, ay = 10, da = 12. 
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Таблица 11.3.3 

  

    

  

                      
  

  

  
  

    
Примечание. в =%, а, =20, 44, =6. 

                  

bo | da | a? | & |dgux|kpuxy в | ды а® 1 Е |dsux| *pux 

33 1 8 | 495 | 120 | 492 | 16 | 18 | 144 | 240 — — 

32 2 16 | 480 — 15 | 19 152 | 225 | 222 | 227 

31 3 24 | 465 — 14 | 20 | 160 | 210 — — 

30 4 32 | 450 13 | 24 168 | 195 — — 

29 5 40 | 435 — — 12 | 22 | 176 | 180. | 240 | 182 

28 6 48 | 420 | 152 | 422 | 41 23 | 184 | 165 | 248 | 162 

27 7 56 | 405 — — 10 | 24 | 192 | 150 | 252 | 152 

26 8 64 | 390 — — 9 |`25 | 200 | 435 | 256 | 132 

25 9 72 | 375 — — 8 | 26 | 208 | 120 | 342 | 122 

24 10 80 | 360 — — 7| 27| 246 | 105 — — 

‘3 14 88 | 345 176 | 347 6 | 28 | 224 90 | 364 90 

22 12 96 | 330 — — 5 | 29| 232 75 | 376 15 

24 13 104 | 315 | 184 | 317 4 | 30 | 240 | .60 — — 

20 14 112 | 300 — — 3131 248 45 | 440 45 

19 15 120 | 285 | 1492 | 287 2 | 32 | 256 30 — — 

18 16 128 | 270 | 208 | 267 1 33 | 264 45 | 496 45 

47 17 136 | 255 | 244 | 257 - 

Примечание. в =3, а, =15, da, = 8. 

Таблица 11.3.4 

(я) " (в) 

33 1 6 | 660 80 | 657 16 | 18 | 108 | 320 | 184 | 317 

32 2 12 | 640 — — 15 | 19 | 114 | 300 — — 

34 3 18.| 620 | -90 | 647 14 | 20 | 120 | 280 — — 

30 4 24 | 600 — — 13 | 21 126 | 260 | 214 | 257 

29 |. 5 30 | 580 — — 12 | 22 | 132 | 240 | 220 | 237 

28 6 36 | 560 | 104 | 562 | 144 | 23 | 138 | 220 — — 

27 7 42 | 540 — — 10 | 24 | 144 | 200 | 236 | 202 

26 8 48.| 520 | 112 | 522 9 | 25 | 150 | 180 | 240 | 182 

25 9 54 | 500 | 118 | 502 8 | 26 | 156 | 160 | 248 | 162 

24 10 60 | 480 — — 7 | 27 162 | 140 | 254 | 142 

23 11 66 | 460 — — 6 | 28 | 168 | 120 | 344 | 120 

22 12 72 | 440 | 148 | 442 5 | 29 174 | 100 | 352 | 100 
21 13 78 | 420 | 152 | 422 4 | 30 | 180 80 — — 
20 14 84 | 400 — — 3 | 31 186 60 — — 
19 15 90 | 380 | 166 | 382 21| 32 | 192 40 — — 
18 16 96 | 360 — — 1 33 | 198 20 — — 
47 47 102 | 340 — — - 
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Таблица JI1.3.5 

b | ыы | а | & |dpuxlApuxl o&: | da | @ | & авчх | Ёвчх 

33 1 4 825 — — 16 18 72 400 — — 
32 2 8 800 48 | 797 15 | 49 76 | 375 — — 
31 3 12 175 — — 14 | 20 80 | 350 176 | 347 
30 4 16 750 58 | 747 | 13 |] 24 84 | 325 — — 
29 5 20 125 — — 12 | 22 88 | 300 — — 
28 6 24 700 — — 11 23 92 | 275 — — 
27 7 28 675 — — 10 | 24 96 | 250 | 216 | 247 
26 8 32 650 84 647 9 25 100 | 225 222 227 
25 9 36 625 88 | 627 8 | 26 104 | 200 | 236 | 202 
24 40 40 600 — — 7 | 27 | 108 | 1475 — — 
23 11 44 575 | 102 | 572 6 | 28 | 112 | 150 | 252 152 
22 12 48 550 — — 5 | 29 416 | 125 | 342 122. 
24 13 52 525 | 412 | 522 4 | 30 | 120 | 100 | 352 100 
20 14 56 500 | 418 | 502 3 | 31 124 75 | 376 75 
49 45 60 475 124 | 472 2 | 32 | 128 50 — — 
18 16 64 450 — — 4 33 | 132 25 | 480 25 
47 47 68 425 | 152 | 422 

Примечание. в—5, а =725, 4. =4. 

Таблица П.З.6 

b | da | a | & |[аах вах] Ы | @ы | а® | & deux | Авчх 

33 4 2 990 — — 16 | 18 36 480 — — 
32 2 4 960 — — 15 19 | -38 450 — — 
31 3 6 930 20 932 14 20 40 420 152 | 422 
30 4 8 900 — — 13 21 42 390 — — 
29 5 10 870 32 872 | 12 | 22 44 360 — — 
28 6 12 840 40 837 11 23 46 330 — — 
27 7 14 810 — — 40 | 24 48 300 — —_— 
26 8 16 780 — — 9 | 25 50 270 | 208 | 267 
25 9 18 730 58 747 8 | 26 52 240 | 220 | 237 
24 10 20 720 64 7147 7 27 54 210 — — 
23 11 22 690 74 687 6 | 28 56 180 | 240 182 
22 12 24 660 80 657 5 | 29 58 150 | 252 152 
21 13 26 630 88 627 4.| 30 60 120 | 344 120 
20 14 28 600 3131 62 90 | 364 90 
19 15 30 570 | 102 572 2 32 64 60 — — 
18 16 32 540 — — 1 33 66 30. — — 
17 17 34 510 — —               
Примечание. № —6, а. =30, dg, =2. 
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ees       

П.3.5. Значения интеграла I (x) 

Таблица 11.3.7 _ 

х bar (2) I (x) x Ser (2) I (z) 

0,000000 0,500 0,000000 0,2398 0,220 0,8040 

0, ‘000003 0,499 0, ‘000006 0,2494 0,215 0,8464 

0, 000012 0,498 0, ‘000024 0,2585 0,240 0,8909 

0, 000072 0,495 0 (000145 0,2682 0,205 0,9375 

0, 000289 0,490 ‘0 (000585 0,2780 0,200 0,9863 

0, 000649 0,485 0, (001325 0,2882 0,195 1,0376. 

0, 0012 0,480 0 0024 0,2985 0,190 1,0913 
0,0018 0 ‘475 0.0037 0,3091 0,185 1,1477 

0,0026 0 ‚470 0,0054 0,3199 0,180 1,2070 

0,0035 0 ‚465 0,0074 0,3310 0,175 1,2693 
0,0046 0 ‚460 0,009 0,3423 0,170 1,3349 
9,0059 0 455 0,0125 0,3539 0,165 1,4040 
0,0072 0,450 0,0155 ‘0,3657 0,160 1,4768 

0,0087 0,445 0,0189 0,3778 0,155 1,5536 

0,0104 0,440 0,0227 0,3902 0,150 1,6347 
0,0122 0,435 0,0268 0,4028 0,145 . 1,7205 
0,0142 0,430 0,0313 0,4158 0,140 1,8114 
0,0163 0 425 0,0363 0,4290 0,135 1,9077 
0,0185 0,420 0 0416 ‚0 4426 0,130 2,0101 
0,0209 0,415 0 0474 0, ‚4564 0,125 2,1189 
0,0235 0,410 0 0535 0 4706 0,120 2,2349 
0,0262 0,405 0,0602 0,4852 0,115 2,3587 
0,0290 0,400 0,0672 0,5001 0,110 2,4012 
0,0320 0, ‚395 0,0748 0,5154 0,105 2,6332 
0,0352 0,390 0,0828 0,5310 0,100 2 7860 
0,0385 0,385 0,0913 0,5471 0,095 2,9507 
0,0420 0,380 0,1004 0,5635 0,090 3,1288 
0,0456 0,375 0,1099 0,5804 0,085 3,3222 
0,0493 0,370 0,1200 0,5978 0,080 3,5329 
0,0532 0,365 0,1307 0,6457 0,075 3,7636 
0,0573 0,360 0,1419 0,6341 0,070 4,0174 
0,0615 0,355 0,1538 0,6530 0,065 4,2982 
0,0659 0,350 0,1662 0,6726 0,060 4,6110 
0,0705 0,345 0,1793 0,6927 0,055 4,9622 
0,0752 0,340 0,1930 0,7136 0,050 5,3602 
0,0800 0,335 0,2074 0,7352 0,045 5,8161 
0,0851 0,330 0,2226 - 0,7577 0,040 6 ‚3457 
0,0902 0 ‚325 0,2384 0,7814 0,035 6,9713 
0,0956 0,320 ‚ 0,2550 0,8056 0,030 1,1267 
0,1044 0,315 0,2724 0,8313 0,025 8,6657 
0,1068 0 ‚310 0,2906 0,8586 0,020 9,8819 
0,1127 0, ‚305 0,3096 0,8876 0,015 11,558 
0,1187 0, ‚300 0,3296 0,9192 0,010 14,126 
0,1249 0, ‚295 0,3504 0,9546 0,005 19,070 
0,1343 0, 290 0,3721 0,9792 0,002 26,676 
0,1445 0 ‚280 0,4188 0,9886 0,001 33,235 
0,1585 0, ‚270 0,4696 0,9938 0,0005 40,489 
0,1733 0,260 0,5252 0,9973 0,0002 51,142 
0,1887 0,250 0,5859 0,9985 0,0001 60,006 
0,2049" 0,240 0,6522 0,9998 0,00004 | 94,426 
0,2220 0,230 0,7247 
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1.3.3. Доказательство утверждения 3.6 

Нижняя оценка 822(В, т) определяется соотношением 

oie) (2, т) = (1 — Вы) Sar (Аз), i=1, т. (П. 3. 11} 

Так как (П. 3. 11) имеет место ana Beex i, TO Bcumy того, что Аж > Ry gay 
и $ вг (Ва) < 3вг (Ва, 441), из него следует, что Вы Ry gai. Следова- 

тельно, в (3.16) минимум будет иметь место при # = т, т. е. 

5%) (В, т) = (1 — Rym)/2. * (II. 3. 12) 

Умножая (П. 3. 12) на 2835г (Вш), получаем 

58) (В, т) 2% 5г (В) = (1 — В) 8вг (Вю). (П. 3. 13) 

Учитывая, что правая часть (П.3.13) в силу (П.3.44) равна 34 (R, т), из 
(1.3.13) очевидным образом получаем (3.22), что завершает доказательство 
утверждения. 

11.3.6. Доказательство утверждения 3.11 

Чтобы максимизировать скорость передачи 

то 

В = \ f (x) ат, 
0 . 

надо для каждого 1 (0х ж) выбирать максимально возможное значе- 

1 
Hue f(z). Ho из (3.60) следует, что 52) (В, 0) < > (1 —1(2)) (1 — =), 

откуда / (т) <1— 20) (В, о)/(1 — т). 

Знак равенства в последнем выражении определяет максимально возмож- 
ное значение ] (т), что и завершает доказательство утверждения. 

11.3.7. Доказательство утверждения 3.13 

Подставляя (3. 66) в выражение для скорости передачи, имеем 

~ Xo 

В=ь (В, в) | 21-2 (21-2 — 1) де, 
0 

откуда после интегрирования получаем В = 2 — de" (R, ~) log, (2!-%* — 1). 
Подставляя в это выражение вместо т, его значение хо =1- 106 (1 — 

— 57” (В, <)), после элементарных преобразований получаем В = 1— 

—Н (5 (В, ю)) или 56°) (В, <) =8взг.Я), что и завершает доказатель- 
ство утверждения. | 

_ ПРИЛОЖЕНИЕ П.4 

1.4.1. Доказательство леммы 4.2 

Оценим наименьшее число ошибок $, которое при использовании про- 
цедуры $$ (25) может привести к тому, что все 1% 6 T (i) окажутся непра- 

вильными (1* 52 1, Е =1, 24). Для этого необходимо, чтобы для всех кри- 
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териев 7) число ошибок ех и стираний т, в словах 1* удовлетворяло 

условию 

2ех -- ть > 45. (П.4. 1) 

Обозначим через №, число столбцов ay) (—1) в слове & (;—1), в каждом 

из которых содержится ровно 5 <п, ошибок. Тогда общее число ошибок # 

в слове &(:—1) равно 

na 

= >) М, (IT. 4. 2) 
s=1 

В соответствии с определением $ (см. П.3З процедуры $4 (2‹)) 

за За 4а-Т—1 

aetu= № М, < У М, > У М, (П. 4.3) 
9—7 1 ed ,g—Th® г=7 41 

Таким образом, задача сводится к нахождению наименьшего значения, опре- 
деляемого из (П.4.2), при котором для всех значений 7}, k=1, 2;, OHOBpe- 
менно выполняются условия (П.4.1) и (П.4.3). В силу линейности этих ус- 

ловий указанная задача является типичной задачей линейного програм- 

мирования. Известно, что в этом случае решение находится на границе, что 
соответствует замене неравенств в условиях (П.4.1) и (П.4.3) строгими ра- 
BeHCTBAMH, 

Учитывая, что тр’ < Т№) и, следовательно, ех <Зекы и Ty > Кул, 
получаем - 

na | dai—Th—1 

y= N,, Cr41 — Cy = > N,, k=1, z,—41, 

=? e=dgi— Th 
ry —__ 

‘(te — thar) — (Cri —ee) = У М, k= 12,1, (IT. 4. 4) 
=’) 

@—Т,— ` 

t= > N,. 
s=T, +1 

Заметим, что условия (П.4.4) состоят из 22; условий с неперекрывающимися 
мндексами. При этом задача минимизации числа ошибок # сводится к задаче 
минимизации числа ошибок на каждом из 22; диапазонов изменения 5. На лю- 
бом из них задача сводится к выбору такого набора величин М№,, который 
минимизирует Х5М№, при заданном значении суммы ХМ№,. В силу линейности 
формы и условия ХМ№,=с0п3 минимум достигается на границе, т. е. в данном 
случае, когда все №,, кроме одного, равны нулю. При этом ясно, что ненуле- 
вым следует выбирать М с наименьшим номером 5. 

Таким образом, приходим к набору М,, гдез 6 5 = {T§#) 4-1, 0.5, TT: +1, 

dag — Thy... dag —T{}, a Boe остальные М,, $65, полагаем равными 
нулю. Тогда согласно (П.4.4) получаем ` 

Cy — N eye 

’` ‘aint 

Te — Te = Na, WV g n= Nidyy 1 ett — Cx (1.4.5) 

Cai — вк = Ма; — Th; 

54 = No, +16 
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Подставляя определяемые (П.4.5) значения Ny 5@5в (П.4.4) и учиты- 

вая, что для $565 М, =0, получаем 

% £j—1 

t= Di (te = tess) — (Cea —en)} (PY? +1) +, (TEP +1) + 
=1 

Zj—-1 - 

+ 2 (ел — x) (dag —Th1) +e (dg; — T{*). (II. 4. 6) 
=] ; 

Как уже указывалось выше в условии (П.4.1), надо знак неравенства 
заменить знаком равенства, т. е. положить 2еу, -- т, = а. Отсюда следует, 
что | 

Фр = ds — 2еу при 2ез < Чу» 

t= 0 при 2ех > dys. 

В силу условия *,, >“, при т, ==0 разность лу — ту1 =.0. Но в этом 
случае минимум (П.4.6) достигается при наименьшем значении ех, при 
котором т; ==0, т. е. при 

а 1 ” 
en =| S|, где [Х] — целая часть Х. 

Отсюда следует, что при минимизации (П.4.6) достаточно рассмотреть 
лишь случай 

аз 1 ——. 
Cr <| a » k=1, 24, Полагая в нем ty — Ty41 = 2 (C441 — ey). 

Тогда после элементарных преобразований выражения (П.4.6) находим 

2;3—1 

t= dy (Tey) + 1) + es (TH — 27 —1) +S ey (TH, — 2TH) + TY) + 
k=2 

C25 (dug — 37S? + TH 1)» 

d 1 
где О<еа че, <... <е,, < |]. 

Так как { является линейной функцией переменных е›, то наимень- 
шее значение { может достигаться в одной или нескольких граничных 
точках (ет, ез,..., е,,), которые имеют вид 

о, 0, ... (O, о ) 

( 0, 0, ... 0, | <*}) 

Е, Ге, АЕ, [44]. 
Следовательно, минимальная величина #=={; определяется равевством 

t,= min {t} = min {29, oe eg tk, ..., $}, где 

(6) 
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, , d 1 

19 = dyg (TS +1); = 09 + (deg — 8755) + Tea — [as |; 

  

. Gg dz +1 — 
ное ата) |, =, в 1, 

Hie tt pore ат — [НЕ . 
Максимизируют же величину {+ такие значения Т1, при которых выпол- 

няются равенства 8 ==... —#*. Записывая эти равенства в виде 

fk — tht =0, после очевидных преобразований получаем систему уравне- 

ний относительно 1$ 

ав —ЗТ ТЯ —1=0, Та — 27 + ТВ =0, & = 2, 2,—1) 

TS) — 2T{) —1=0, (II. 4. 7) 

причем интересующая нас величина ; равна 

= = (TH) + 1) аъ. | (II. 4. 8) 

Легко видеть, что второму соотношению (II. 4.7) (mpu любом #) удов- 

летворяет 7!#), определяемое как 

Tis) = Ak + B, : | (II. 4. 9) 

где Аи В — произвольные постоянные. Подетавляя (1.4.9) в первое и 

‚последнее уравнения (П.4.7), получабм систему уравнений относительно 

Аи В, решая которую находим А == (4 -+- 1)[(2.-- 1), В = —1, откуда 

следует, что Г = # (аи; + 1)/(24 +1) —Т и, в частности, т = 4 (ав t+ 

--1)/ (22; + 1) —1. Подставляя это значение Ts в (П.4.8), окончательно 

получаем #; = (4 -- 1) 4,;24/(24- 1). 

П.4.2. Доказательство леммы 43 

Покажем сначала, что #(, №) <Ь где #<а4вь/2 — истинное число 

ошибок в принятом слове каскадного кода. Обозначим через #7 истинное 

mb 

число ошибок в j-M столбце, тогда очевидно, что # = > tj, 
j=! 

Пусть {474 = ди 1:; не стерто. Это значит, что при декодиро- 

вании внутреннего кода А; было получено неправильное кодовое слово, 

расстояние до которого от принятого слова а‘) (г —1) равно А;(1). Тогда 

расстояние до любого другого кодового слова кода Ау, в том числе и истин- 

ного, не меньше, чем 44 — А; (1). 

Следовательно, 4 — А, (#) ==, (№) < #7. Если же 4;;= 1 или 4+; — 

стирание, то расстояние от принятого слова &(7) (1 —1) до любого кодового 

слова кода`А; (в том числе (и истинного) не менее, чем A; (i). Значит, 

A, (i) = ty (ko) < М. . 
Таким образом, во всех случаях имеем ty (Ко) <#/, что после сумми- 

рования по ] приводит ,к неравенству # (1, №) <#<анан(2. Покажем 
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теперь, что для любых 1" 52 1 имеет место неравенство # (, №.) + (i, ke) > 
> ащ4в. Действительно, рассмотрим различные символы Ир И 133, распо- 

ложенные”на одинаковых позициях различных кодовых слов 11 и 1 внеш- 
него кода Ву. Если + 5 $7, ТО возможен один из следующих четырех 
вариантов: XN 

1) 1:; — стирание, в этом случае ty (ky) = ty (kee) =4,(i)= 4;{2, так 
что #, (In) + ty (ke) = dag. 

Если же 7;, не стерто, то: 

2) = ahs у, В этом случае Ё; (1) = А; (i), ty (ke) = dag — A, (é), 

так что #, (Ё1) 4. ty (ke) = day. | 
3) Gh F Tez igs ¥¢;, B этом случае #; (1) = dag — 4, (i), ty (ke) = A; (i), 

так что $, (#1) --#, (5) = а. 

4) ts F Vez, i *~ ¥s7 W ¥¢7 He cTepTo, B aTOM случае ty (1) =#, (ke) = 
==d,,—A, (i), rae A; (t)<dg,/2, Tak 4To ty (41) +t, (ke) = 24; — 2A, (> 

dag: 

Таким образом, при 4% 53 в любом случае имеем # g(a) +t, (ke) > 
> ан. Суммируя по }] и учитывая, что слова т и 1» отличаются не менее 
чем в 45; позициях, получаем 

4 

2 #, (1) + > t, (is) = (ty A) HEU ks) > dagdy,. 
=1 

Так как Ё; и & любые, то, полагая Ё. = №, для которого в соответствии 

< первой частью леммы #(1, №) «44/2, имеем: для k # ko t(i, k) > 
> 44: —1(р №) >а4а„4ъ;!2, что завершает доказательство леммы 4.3. 

П.4.3. Доказательство леммы 4.4 

Без ограничения общности можно считать, что пакет ошибок расположен 
в первых г столбцах. Пусть Й и #* — наибольшая возможная кратность 
ошибок соответственно в первом и 2-м столбцах. Так как Й может при- 
нимать п, различных ненулевых значений, то достаточно рассмотреть эти 
п, случаев. 

Пусть И > 4;. Тогда в силу (4.11) х <у, так что е, т; < у, а сле- 
довательно, Qe, +t, < 2v. 

Hyetb dg/2<t <d,,. Torga 8 canny (4. 11) либо х <у, либо c=v+1, 
причем в обоих случаях t” <d,,—t#!. Ouesuguo, 4To B первом случае 
лемма справедлива. Поэтому рассмотрим только второй случай, когда 
—у--1. Если ТР «1, то оба крайних столбца окажутся стерты, так 

что ее <у—1, и так как в этом случае е,-+--*, «5-1, то получаем 
2ек -- ‘к < 2. Если Т\? > #7, то в последнем столбце ошибки будут исправ- 
лены, а поэтому ех -|-“к==уУ, так что снова выполняется условие 2e, -+- 
+t, < 2v. 

Наконец, пусть { <й 4,12. Легко проверить, что в этом случае все 
зозможные варианты сводятся к предыдущим, что и завершает доказа- 
тельство леммы 4е4. 

190



П. 4.4. Доказательство леммы 4:5 

Если длина одиночного пакета ошибок удовлетворяет уеловию L <1, (ts), 

dy,;—1 т - 
rye ы=| "а |. то, как следует из леммы 4.4, множество Г (7) будет   

содержать только верные слова. Действительно, в этом случае для всех # 

2e, - тк < 2, и все бшибки и стирания в словах 4" будут исправлены 

|-м внешним кодом Ву. Поэтому следует рассмотреть лишь случай, когда 

14 (13) << В. Как и в лемме 4.4, будем считать, что пакет ошибок рас- 

положен в первых х столбцах. Пусть #1) и {* также обозначают наиболь- 

шую кратность ошибок в крайних столбцах, пораженных пакетом. 

Пусть >; — Т{®. Тогда х <{:-1. При нечетном dy, B силу (4. 10} 

величина {7 < Tf), При Ti) >t* (a taxue Th) B cuny условий леммы 

имеются) ошибки в крайнем правом столбце, пораженном пакетом ошибок, 

исправляются. и, следовательно, еь-- <» <#. Но это значит, что T (i 

cofepxuT BepHoe {* = ,;. [pu yetHom d,, 8 cuny (4. 10) BenwauHna t? < dy— 

—Т() —1. Тогда в первых 2 — 1 ==; столбцах могут быть как ошибки, 

так и стирания, а в последнем столбце, пораженном пакетом ошибок, 

только стирание. Поэтому 2е1 — 1 < 24; + 1, следовательно, Г (2) содержит 

верное слово 1 ==1;. 
Пусть теперь Pf) + 1<ко«<а„-—Т(®. Если аъ; нечетно, то нетрудно 

убедиться в том, что в обоих крайних столбцах, пораженных пакетом 

ошибок, число ошибок меньше, чем 4; —Т{#. Следовательно, при`Т{#) 

получаем е < —1, ай + м < м - 1, т. ®. 2е1 -- <: < 213 < а4ъ;, значит, 

(:) содержит верное слово (2 =4у. Если 44 четно, то в силущусловия 

<: — То в первом столбце {может ‘иметь {место утолько стирание, 

поэтому (как уже отмечалось выше) 2е; — *, < & 1« ав. Следова- 

тельно, Г(И) содержит верное слово.) =1;.@Наконец, в случае, Екогда, 

1<й< ry, все возможные варианты „сводятся к предыдущим, что ихза- 

вершает доказательство ‘леммы 4.5. . 

П.4.5. Доказательство леммы 4.61 

Рассмотрим два слова . 1 и 15, которым в силу процедуры 49 (24) ста- 

вятся в соответствие параметры -# (#1, №) и #(?, К). 

Приф этом ‚двум символам 1 iy соответствуют параметры #, (№ } 

и +,(Ё), такие, что {, (ko) +t, (k) > dag. C другой стороны, два различных 

слова 1 и 1* будут различаться не менее чем в 4; столбцах. Так как 
nb 

t(i, k) = >) ty(k), momystaem t(i, ko) +t (i, №) > дин. 

j=l 
Покажем теперь, что (1, №) «9н4вь!/2. Без ограничения общности 

будем предполагать, что пакет ошибок расположен в первых х столбцах. 

Кроме того, будем учитывать, что #; (№) < {7 — истинное число ошибок 

в ]-м столбце (см. доказательство леммы 4.3). 

Пусть 45; нечетно. В силу процедуры 43 (24) #,; №) < 4в для ]} <= 

и, (№) =0 для }}>=. Если 1 <, то #(, ko) < ай < 4м4ь:!2. Если 

х=1:--1 (2>21-2 в этом случае невозможно), то в силу условия 
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nNeMMEI t! +t? < dgg--t,z. Uosromy t1 (ko) +t, (ko) <ti+t* <d,,+14,;. Ho 

ty (ko) < dag upu f= 2, 2—1 и {, (№) =0 при j>z. Orcioga 
nb 

t (i, ko) = >) ty (ko) < dag + tag + dag (2 — 2) = 
j=l 

= ан + bag + dag (Log — 1) = dy gtyg + tag < dagdy,/2, 

что завершает доказательство в случае нечетного 4х. Случай четного ад 
доказывается аналогичным образом с учетом лишь того факта, что теперь 
ty (Ito) + ty (Ko) < 2dyg — 1. 

11.4.6. Доказательство леммы 4.7 

Условно разделим на две части корректирующую способность {-го внеш- 
него кода, которая, как известно, определяется его кодовым расстоя- 
нием 4,;. Часть этого расстояния, равную 25;, будем использовать для 
исправления ошибок е; и стираний т;, обусловленных пакетами ошибок. 
Оставшуюся часть этого кодового расстояния, равную ан — 253, будем 
использовать для исправления ошибок еф и стираний t%, обусловленных 
независимыми ошибками. Формально это соответствует требованию, чтобы 
при некотором Т/) одновременно с неравенством 2е, -- т; < ац, где ез = 
—еь Не и “, =", --“ф, выполнялись неравенства 

2е, + th < 25, (II. 4. 10) 

. Le, + th < ан — 4. (II. 4. 14) 

Тогда из леммы 4.4 и соотношения (4.17) следует, что (П.4.10) будет 
выполнено при всех 1). В свою очередь из леммы 4.2 и соотношений 
(4.15) и (4.16) следует, что (П. 4.11) будет выполнено по крайней мере 
для одного значения TiS, Следовательно, множество Г (7) будет содержать 

верное слово 1% =1;, Что завершает доказательство леммы. 

П.4.7. Доказательство леммы 4.8 

Рассмотрим два слова Зо И af. Нетрудно убедиться (см. доказательство 

леммы 4.6), что в силу процедуры $79 (2;) имеют место неравенства 

t (i, ko) +t (i, k) > dads, (IT. 4. 12) 

ty (ko) < min {t/; dag} (II. 4, 13) 

где #/ — истинное число ошибок в 7-м столбце. 
Покажем теперь, что ¢t (i, ko) <d,,d,,/2. B силу определения вели- 

чину # (1, Ко) можно представить как ($, №) =ЁР( №) -Р (1, №). Здесь 

t*(i, kyo) = >) t, (ho), 
Ее 

ves (IT. 4. 14) 
t’ (i, ko) — > t (ko), 

SEI’ 

где /*, 1’— множество номеров столбцов, пораженных соответственно неза- 
висимыми ошибками, пакетами ошибок. 
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Из (П.4. 13), (П.4. 14) и условий теоремы 4.3 непосредственно полу- 

чаем 

t* (i, ko) = >) ty (ho) < 3 Ы=ёХ (ан — 25) 4/2. (II. 4. 15) 
ДЕ" °. jeéJ* 

< 

Параметр #' (+, №) представим в виде 

#' (1, №) = у t (1, ke), * (II. 4. 16) 
и—1 

rye t( (1, №) — параметр, обусловленный только и-м пакетом ошибок. 

Покажем, теперь, что в условиях леммы имеет место соотношение 

i) (i, ko) < Vusdate (IT. 4. 17) 

Без ограничения общности можно считать, что и-й пакет ошибок поразил 

первые 2 столбцов. В этом случае 

5199 (г, №) = Ув, (№). | (II. 4. 18) 
i=—1 

Ecnu 2 <v,;, 10 wa (П.4. 18) с учетом (П.4.13) следует (П.4. 17). Если 
х=рн--1 (случай > --1 невозможен), то И -- #7 < 4 и М < 4щ, 

1=2, 2 — i. Подставляя оценки #, (©) в (П.4.18), получаем (П. 4. 17). 
Из (П.4. 16) и (П.4.17) с учетом (4. 17) имеем 

t’ (i, ko) = > и; Чаз == 340+. (IT. 4. 19) 

и —1 

Неравенства (П. 4. 15), (П.4. 19) и (П.4.12) доказывают лемму 4.8. 

eo 

П.4.8. Доказательство леммы 4.9 

Как было показано в гл. 1 (теорема 1.5 и утверждение 1.2), оценки 
экспонент вероятности ошибки Е, (В, у) и стирания Е. (Е, у) соответственно 
равны Е, (В, *) = Е, (В) -- №’, Е. (В, у) =Е (В) —№’», у>0. Однако эти 
оценки были получены в предположении, что слово, полученное в резуль- 
тате декодирования, удовлетворяет условию 

102» {Р (1) (1—1) [57 (1)/Р (“1 — 1) |=)} > эт, (II. 4. 20) 
re 2 2 &(1) (1) — слово кода Ау, для которого вероятность P (&J) (4 — 1)|z) 

максимальна. 
В работе Форни [141 (теорема 1)] показано, что при любом критерии, 

отличном от (4.35), имеют место следующие неравенства: если Рег > Ри, 

то Рош < Ри, где Ри И Ри получены в соответствии с критерием (4. 55), 

a Py, WU Р., получены в соответствии с любым другим критерием. 
Из сравнения критериев (4.35) и (П.4. 20) следует, что зона приема, 

соответствующая критерию (4. 35), содержится в зоне приема, соответствую- 

щей критерию (П.4.20) при всех значениях у. Отсюда вытекает справед- 

ливость леммы 4.9. 
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11.4.9. Доказательство леммы 4.10 

Рассмотрим два случая а“) (1) =&(7) (1) иа(/) (1) = 2(/) (1. Первый случай 

имеет место при у >у>0и не произойдет при \{ «чз. Отсюда следует, 

что вероятность события 0] оценивается вероятностью стирания при 

у=у}, т. е. в соответствии с леммой 4.9 имеем Р(О}) < 2-"a(Bo(Ras)- srt). 
Тогда в соответствии с (4.31) получаем доказательство леммы 4.10 для 

этого случая. 
Рассмотрим случай а“) (1) 5 &(7) (1, т. е. ошибочное декодирование. 

В начале покажем, что в этом случае \{<0. Пусть при некотором у > 0 
получено слово &(97) (#) 52а) (1). Из этого следует, что 

Р (а (1—1) [46 (1)) 
Dd P(e (i —4) Jz) 

ZEA, 
2-&() ($) 

  
> 2°"a > 1. 

Тогда 

P (a9) (t — 1) | al? (i) 
» Pasi — 1) | 2) 

264; 

ха) ($) 

<1.   

Следовательно, \/ «0. Тогда выберем у==—\{. В этом случае Р(р1) < 
<Р.ш, для которой в соответствии с леммой 4.9 имеем Р(0(7)< 
< 2`*а (№ (Ваз) +№°). Учитывая, что по определению Е(7) = (Е (В) — 
— №] ) пи у= —vj; получаем доказательство леммы 4.10 и в случае, 
когда &() (#) 52 а(7) (1; 

П.4.10. Доказательство леммы 4.14 

Оценим наименьшее значение параметра Р;, при котором процедура $? (24) 
может привести к тому, что все 4* СГ (1) окажутся неверными. Для этого 
необходимо, чтобы для всех критериев 17! число ошибок е,, и стираний сх 
в словах 1% удовлетворяло условию 

2e, + Tp = dye \ (i. 4, 21) 

Обозначим через №, число столбцов &(7) (1—1) в слове & (:— 1), в каждом 

из которых значение параметра 2(7) =5. В этом случае имеем очевидное 
равенство ` 

nb 

Fy= SS MI=DsN, (TI. 4, 22) 
j=l 8 

Отметим, что для любого принятого слова 4 (1—1) величина. $ прини- 
мает не более чем п, значений. 

В соответствии © определением 4# (см. п. 4 процедуры фе (2;)) для 
того, чтобы слово 1* не содержало ни ошибок, ни стираний, надо, чтобы 

при всех ]=41, п, выполнялись условия 89? (1) = (Л (1) (т. е. Я=у])} 

194



u vi > Th. Ho B atom enysae FSF) = ng (Eo (Ras) — hgvd) < Ng (Eo (Ras) — 
— h,T{*), CnegosatenbHo, omm6Ku “IH CTUpaHuA OyfyT UMeTb MeCTO TOKO 
в тех столбцах, для которых $ > п, (Ел (Ва;) — ТГ), т. е. 

Ck + Tr = > N,. (II. 4. 23) 

s>ng (Eo (Ras) —hi Th) _ 
- > 

Для того чтобы в слове 1 произошла ошибка, надо, чтобы в соответ- 
ствующем столбце выполнялись условия @&(7 (1) 52 а(7) (i), 

4 Р (844) (1—1) |644) (1)) 
  

  

$) a log У P (ad? (i —1)|2) > 71. (П.4. 24) 

ZEA; 

2351) ($) 
Но 

> P (#4 (i —1)|2)) 
ZEA; . 

2-64) (+) > - P (as) (i—1)| als (i)) 

P (8&4) (¢ — 41) | AP) (é)) > «P(e 1—1)|=) ° 
ZEA; 

х-о( 9) ($) 

i) Jj 
Следовательно, из (П. 4. 24) и из определения vi получаем' o-nal ke >2"s 

или ° 

WT. (II. 4. 25) 

Но это значит, что ошибки в слове 3% возможны только для тех }, для 

KoTOpHX s= FSI) =n, (Epo (Ras) — bev?) > ть (Ез (Вш) + ВТ), т. е. 

en < > _N,. (II. 4. 26) 
a>tNg (By (Ras)+hiTh 

Из (П.4. 26) и (П.4. 23) вытекает, что 

tig (Ey(Ras)-+hsTh) . 
> > N,. (II. 4. 27) 

> па (Е (Ras)—hs Th? 

Таким образом, задача сводится к определению наименьшего значения 

Ё;, определяемого равенством (П.4. 22), при котором для всех Т\#\, #=1,2;, 
одновременно выполняются условия (П. 4. 21), (П.4. 23), (П.4.26) и (П.4.27). 

В силу линейности этих условий указанная задача является типичной зада- 

чей линейного программирования. Известно, что в этом случае решение на- 
ходится на границе, что соответствует замене неравенств в (П.4. 26) и (П.4. 27) 
равенствами. 

Учитывая, что 1 < ТИ) и, следовательно, ех > ех.1, “к < ть, 

получаем 

na (Eo(Rag)+hsTR41) 
е,; = > Neg Ce — Cx = N,, 

sn, (Zo (R,,)+4 т) e>ng(E, (Ras) +asTh) 
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па (Ey (Rai)—hsT i?) 
Thea — Te — (Cy — ехал) = , Ng, 

s>Ng (Е (В) ТИ) 

ng (Ey (Rai)-+hsT{*?) 
"y= N,. 

s>na (Ey (Ras)—hgt{”? 

Заметим, что полученные условия состоят из 22; условий с неперекры- 
вающимися индексами. При этом задача минимизации ГР; сводится к задаче 
минимизации на каждом из 22; диапазонов изменения $. Но на любом из них 
задача, в свою очередь, сводится к выбору такого набора величин М№,, ко- 
торый минимизирует У5№, при заданном значении УМ,. В силу линейности 
формы и условия, что на каждом из диапазонов изменения задана, siN, 

минимум достигается на границе. Это значит, что в данном случае все № ., 

кроме одного, следует положить равными нулю, а в качестве ненулевого вы- 

брать М, с наименьшим значением 5. 

Таким образом, приведенные выше условия принимают вид 

C5 ng (By( Ry }taeepy Se — Мне (в, вррчьи р), 
Зина — Тк — (ек — ел) = Nis (2, (Rai) -haT 4), (II, 4. 28) 

= № “ye 
TEES na (Ey (Ras)—hiT{) 

Разбивая сумму (П.4. 22) на 22; сумм с соответствующими диапазонами 
суммирования и подставляя в каждую из них минимизирующие значения 
М№., определяемые (П.4. 28), получаем 

2j—1 . 

Рут, (Ес (Нщ) — ВТ) п. У, (пьы — te — еь + Cntr) (Eo (Ras) — 
=1 

#4—1 

— МТ) т SD) (en — esr) (Eo (Raz) + ВТ) п. + 
k=1 

+ e,, (Zo (Rag) - м7?) по. (П.4. 29) 

Как уже указывалось выше, для минимизации Гу знак неравенства 

в (П.4. 21) надо заменить знаком равенства, т. е. положить 2е). -| *; = ан. 
Отсюда следует, что 

т, = а — 2ех, если 2ех < dings ть —0, если 2ех > аз. 

В силу условия су < т). 1 при “у. 1 = 0 разность т;,.1 — т, ==0. Но в этом 
случае минимум (П.4. 29) достигается при наименьшем значении е», при 
котором <; =0, т. е. при 

` Е 
ек —=| 72| 

где [7| — целая часть х. Отсюда следует, что при минимизации (П. 4. 29) 

достаточно рассмотреть лишь случай, когда 

е, <“ aut’). 
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Тогда после элементарных преобразований выражения (П.4. 29) получаем 

Fy= dy, (Eo (Rag) — h,T{*) ng + es (87? — TH) hyng + 
sj—1 

+ hyng x ey (27) — Ty, — TYP.) + 

+e, Cnr? — Ey (Rag) — hgT 2) ng. 

Так как Р; является линейной функцией переменных er, Е =1, 2;› ТО 

наименьшее значение Р; может достигаться в одной или нескольких гра- 

ничных точках (е1, Coy vee е,;), которые имеют вид 

( 0, 0, ee ey 0 ), 

( 0, 0, cosy (4 + 1)/2] ), 

( [dog ОР, [dye + A)/2]. «++ Mog + 4)/21). 
Следовательно, минимальная величина А; = Рз определяется равенством 

Ft=min {F?, Fi, ..., Ft**}, rye 
Рю = аъ (Ес (В) — ВТ!) п, Ри == Ро - (ЗТ{ — 74) 4 (аз - 112] ras. 

Pp = PELL (2748) — Thy — TP1) hig (ан -- 1/2] т, &=2, 1, 
FEY = FEO | (241 — Eo (Ras) — hal $4) (doe + 1)/2] Mo 

Максимизируют же величину Р% такие значения 7‘), при которых выпол- 

няются равенства Р$0 = 2:1 =... =2*%. Записывая эти равенства в виде 
Е%® — РаК-1 —0, после очевидных  преобравований получаем систему урав- 
нений относительно 7$) 

374 — 74 =0, aT — TY), — TI, =0; k= 2, 2; —1, 

2h yTs4) — Eo (Rag) — ВТУ =0. (II. 4. 30) 

При этом искомая величина Рф равна 

Ру = Ру? = анти (Ес (В) — №Т|). | (П.4. 31) 

Легко видеть, что второму соотношению (П.А. 30) при любом Ё удовлетво- 
ряет величина 1), определяемая равенством 

TiS) = Ak +.B, (IT. 4.32) 

где А и В — произвольные постоянные. 
Подставляя (П.4. 32) в первое и последнее соотношения (П. 4. 30), по- 

лучаем систему уравнений относительно А И В, решая которую находим 

A = 2Ep (Rag) /(hs (22g-+ 1)); °В=—Ео (Вщ)[(4 (25; --1)), откуда следует, 
что 

T($) == (2k + 1)/(h,; (22, + 1)). (II. 4. 33) 

Подставляя (П.4. 33) при К ==1 в (П.4.34), получаем Р* = ант, Ео (В) Х 
Х 22:/(2з; | 1). Отсюда, учитывая, что 44 == (1 — Ан) пь И п = попь, имеем 

Ру = (1 — Ry) Eo (Raz) n22,/(22, + 1). i. (II. 4, 34) 
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Tax kak F%, aagapaemoe (II. 4.34), upu выборе KpuTepueB T{*) согласно (1.4.33) является наименьшим значением Ру, при котором в списке I (2) 
может не оказаться правильного слова, TO получаем доказательство 
леммы 4. 11. 

0.4.11. Доказательство леммы 4.42 

Сначала покажем, что E (i, ko) < Fy << nEo (Rag) (1 — Rag). yor w= 
= 5%, и 13; не стерто, где 1:; определяется (4. 6) (см. п. 3 проце- 
дуры 4? (2;)). Это значит, что при декодировании внутреннего кода Аз 
было получено неправильное кодовое слово; т. е. &(/) (i) 4a (1. В силу 
П. 6 процедуры 4? (2) величина Е ; (№) В этом случае определяется равен- 
CTBOM E , (ko) = Ey (Rg) + А у (1)) па, где 

P (84) (i — 1) | (1) 
dS Pat (i—1) Jz) ’ 

ZEA; 
axe’ J) (4) 

  

1 
А; (i) = 7, 1082 

а параметр Р{7) — равенством 2(7) = (Е, (В) — №5) па. Для выполнения 
неравенства Е, (№) < Р(/) необходимо и достаточно, чтобы 

Ay (i) <—vj. | (11.4. 35) 
Неравенство (П.4. 35) с учетом определения 4) и у{ может быть записано 
в виде неравенства 

SS Pa (t—1) pz) 

LP (HIE — 1) 18) neat 
Dd PAM —1)[z) ~ PAA —1)fa (1) › 
  

выполнение которого очевидно. , 
‚ Пусть 165 = Thy тогда, чтобы выполнялось неравенство Е} (№) == 

= (Е (А„;) — №,А, (1)) п, < 7 =(Е, (В) —1{) п, необходимо и доста- 
точно, чтобы A, (i) > у7 или 

2 (869 (1—1) [#2 (1) P {a) (i — 1) | at) (i)) 
Dd PAM (iA) | 2) > Pat (i = 1) | 2) ° 

; 264; 
23а‘ 7} ($) ха (7) ($) 

Выполнение последнего неравенства’ очевидно при &«1) (#) = «(7 (1), а при 
a'J) (i) 32 а(4) (1) оно вытекает из условия Д; (1) >0, что эквивалентно не- 
равенству 

P (GI) (i — 1) | aA) (i)) > P (4M (1—1) [а (1)) + 

+ SS P(e (i —1)] 2). 
| 264; 

х48(7 ($) 
зи ($) 
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Ecmu me },,—ctupanue, To E, (ko) =ngEy (Rg). Оче гьутс, ч1с 1 этом с 

чае у{ <0, так что Е, (№) = mgEo (Ras) < Mg (Ep (Rag) —hyvf) = Р(”. Таким 

образом, приходим к ‚выводу, что во всех случаях Е, (№) < < FY), Отсюда 

следует, что Е ($, №) = > Е; (№) < у FAS) = Р; < nEg (Rg) (1 — Вы). 
j=l Jnl 

‚ Чокажем теперь, что для любых двух слов Th {ks uMeeT MecTO Hepa- 

BpeucTBO E(i, ky) +E (i, ke) > 2nEo (Rye) (1 — Ryg). Действительно, рас- 
смотрим различные символы 1 и 1 ‚;„ расположенные на одинаковых 

позициях, различных кодовых слов т И Тиз внешнего кода Бу. В этом 

случае возможен один из следующих четырех вариантов: 

1) 1;; — стирание, тогда Е, (") — Е, (№2) = ngEo (Rag), отсюда Е, (#1) -- 

+ Е; (>) = — 2ngEg (Ros); 

сли же 1;,; не стерто, то: 

2) i = Teg Tf ву, тогда в силу процедуры ф? (25) имеем Е, (#1) = 

= (Ep (Ras) —h,A, (i) па, Е; (№з) = (Eo (Rag) + Ау (1) па, отсюда Е, (#1) -- 
+ Ey (he) = 2ngko (Ras); 

3) ifs # 44, Ths = у, тогда в силу процедуры 42 (24) имеем Е, (#1) = 

— (Ро (Ваз) | Ау (1)) па» Е; (ke) = (Eo (Rag) — А; (1) йа, ОТбЮда Е, (№) + 

+ E; (ke) == 2ngE (Rag); 
4) Th $4, 1h = ву, тогда в силу процедуры ep (24) имеем Е (1) = 

= (Eo (Ras) hed, (i) Migs Ey (ke) = (Eo (Rag) + МА, (1)) пи, отсюда Е, (№) + 
+ Ey (ke) = 2ng (Ey (Ras) + мА, (2)) > 2. Е (Виз). 

Таким образом, при Wy 52 т во всех случаях имеем ЕЁ, (#1) -- Е, (#5) > 

> 2п. Ев (Ещ). Суммируя по } и учитывая, что слова 1 и 1 отличаются 

n b 
друг от друга не менее чем B dg, позициях, получаем > (4; (k,)+ 

. Я=1 

"» 

+ Ey (ke) > 2поЕо (Ваз) 4ы. Учитывая, что УЕ, (k) = E (1, в) и ан= 
121 

— п, (1 — Въ), окончательно имеем Е (1, #1) -- Е (1, №2) > 21 (В) (41 — Вы). 
Так как #; И К. любые, то, полагая # =, для которого, как было по- 

казано выше, Е(+, №) < п Е’ (Ев) (1— Вы), имеем для любого 5 
E(i, k) > 2nEy (Rag) (1 — Rog) —E (bho) > Eo (Ras) (1— Вы), что завер- 
шает доказательство леммы 4.12. 

- 
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ПРИЛОЖЕНИЕ ПЦ.5 

П.5.1. Доказательство соотношения (5. 1) 

Обозначим через 8, (ш) число кодов из ансамбля, для которых выбранное 
&-е слово веса ш является кодовым словом. Тогда 

Ри (ш) =, (ш)|5, Е =1, В (Ш), (П.5. 1) 

где > — объем ансамбля. 
Найдем теперь среднее по ансамблю число кодовых слов М№ (1) веса и, 

равное 
8 

N (w) = 5—1 > М, (№), 
8=1 

где №, (ш) — число кодовых слов. веса ш в 5-м коде. Но Ум, (w) = 

B(w) 
™ = У 8, (№), так что согласно (П.5. 1) 

kel 
B(w) B(w) 

N (w) == S72 > b, (w) = >) P, (w). 
k=l 

П.5.2. Доказательство утверждения 5.1 

Обозначим №, (ш) и №, (№) — среднее по ансамблю число кодовых слов 
веса ш — соответетвенно в «плохих» и «хороших» кодах. Очевидно, что 

№ (4) =ЕМ, (ш) + (1— Е №, (№) и, следовательно, (1— Ё) №, (ш) < N (w) 
или М, (1) < № (и) [(1—{). 

Так как для любой случайной величины $ и ее среднего значения $ 

Р (3 > ad) < 1 а, | (П.5. 2) 

то Р{М, (ш) > aN (w)/(1—&) < P{N, (w) > аМ, (ш)} < A/a. 

Полагая а = (1 — #) } (п), получаем Р {М, (и) > (п) М (ш)} < [4 — 1 (п). 
`Таким образом, вероятность того, что для случайного кода, выбранного 

из подмножества только «хороших» кодов (данного ансамбля), для всех 

ш > (5*—=)п имеет место неравенство М, (и) > { (п) №(ш) и оценивается 
сверху выражением 

x 

Q< У PIN, (wv) >f(n) N(w)} < (14 —8* +8) n[((1 —&) f (2). 
w=(d*—e)2 

Так как доля «плохих» кодов & < 1, то при # > Т ип -» © величина 

п/{ (п)=п/Ап® -> 0. Но это значит, что среди «хороших» кодов данного ан- 
самбля при достаточно большой длине кода п найдутся такие (доля их равна 

1—0), для которых №, (1) < { (п) №) при (5*—е)п Зи < п. 
Что касается величины №, (и) при 1 < и < (5*—е)п, то по самому опре- 

делению «хороших» кодов эта величина равна нулю. Так как «хорошие» коды 

составляют часть всех кодов из данного ансамбля, то для Ё > 1 утвержде- 

ние 5.1 доказано. 
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Рассмотрим теперь случай &=1, когда } (п)=Ап, тогда О < (1—d*+e)/ 

(4—4). Выбирая А достаточно большим, можно получить О<\1, что 

завершает доказательство утверждения 5.1. 
Заметим, что если при п -» © величина Ё-»0, то утверждение 5.1 

остается справедливым и при А=1. 

П.5.3. Доказательство леммы 5.1 

Каждый элемент столбца 1“/) представляет собой скалярное произведение 

над полем СР (2) соответствующего вектор-строки матрицы Н{/’ на вектор- 

столбец а‘/), причем в силу невырожденности матрицы Н(7) столбцы а“) 
и 1‘) либо оба нулевые, либо оба ненулевые. Пусть ‘off и 1“) — два 
произвольных двоичных столбца длины па. Вычислим число всех невырож- 

денных двоичных матриц Н&/7 порядка п„, удовлетворяющих равенству (5. 5). 

Для этого введем множество М1 всех двоичных векторов длины п„, скалярное 
произведение которых с вектором «7 равно единице. Число таких векторов 

равно 27"а-1. Действительно, если в векторе а‘/) единицы расположены на Г 

фиксированных позициях, то на оставшихся п„—г позициях векторов из М1 
можно разместить любые символы (как «0» так и %1»), так что число всех воз- 
можных вариантов равно 2”@-"; на оставшихся г позициях должно быть не- 
четное число единиц, расположенных в произвольном порядке, так что число 

вариантов их расположения равно > C2etl — 27-1. 
8 

Следовательно, общее число векторов, образующих множество М1, 

равно 274—"27-1 — 27а-1. Скалярное произведение остальных 2'а—1 векторов, 
не входящих в множество М1 с вектором а(7},будет равно нулю. Так как один 

из таких векторов нулевой, то общее число ненулевых векторов, скалярное 

произведение которых с вектором а'7» равно нулю, равняется 2"a-!__4, Muo- 

жество этих векторов назовем Мо. Очевидно (в силу свойств скалярного про- 
изведения над полем СЕ(2)), что сумма нечетного числа векторов из М1 

принадлежит М1, а сумма четного числа векторов из М1: принадлежит Мо. 

В то же время сумма любого числа векторов из М, принадлежит Мо. 
Если вектор 1(/) содержит #>0 единиц, то соответствующие # строк 

матрицы Я{7) следует выбирать из множества M,. Первую из них можно 

выбрать 27а! способом, вторую 2”а`* — 1 способом, а после выбора v — 1 
строк у-ю строку (чтобы обеспечить невырожденность матрицы H§7)) 

можно выбрать 

- 1 - - - as get SCG! are, ve, 
8>1 

способами. 
Таким образом, имеется всего 27-1 (2*а-1 — 1) (27-1 —2).....(2'а-1 — 

—2k-2) вариантов выбора, соответствующих # строк матрицы HS ). Осталь- 

ные п, — строк матрицы #47) следует выбирать из множества Му. Пер- 

вую из них можно выбрать (учитывая свойства множества М1) 27а — 

— У (28 — 2741 —2%-2 способами, вторую — 2741 —2к1.2 способами, 
8>1 

а в-ю — 2741 — 2-12-1 способами (в =1, п, —). Таким образом, имеется 

14 Э. Л. Блох, `В. В. Зяблов 201



всего (27-1 — 2*-1) (27-1 — 2*).....(274-1 — 2"в-*) вариантов выбора с00т- 

ветствующих п, — ® строк матрицы Н(7). 
Отсюда следует, что число всех различных невырожденных матриц 

удовлетворяющих равенству (5.15), равно 2” (2*а-—1 —1).....(2"а—1 — 

— 2%-2) (214—1 — 2к-1).....(27а-1 — 2"ч-?), причем это число’ не зависит ни 
от вектора а‘1) 52 0, ни от вектора 17? + 0. 

Так как число всех различных невырожденных матриц Н7) равно 

(27а — 1) (2"в — 2) (2*а —22).....(2”а — 2"а-1), то доля матриц, удовлетво- 

ряющих (5.15) при любых фиксированных (ненулевых) а( 7? И 147), ©0- 

ставляет 

21а-1 (21-1 — 1) (2141 —2).....(2'а-1 __ 2%a-2) 1 

(2та — 1) (2"а — 2) (2"в —23).....(2"а —2"а1) 2—1’ 

что и доказывает лемму 5.1. 

HY), 

П.5.4. Доказательство утверждения 5.2 

Рассмотрим множество всех ненулевых двоичных слов ДЛИНЫ Па. Любое 

слово а(/) из этого множества принадлежит коду А; .;, тогда и только 

тогда, когда слово 17) = @51а(/) имеет ненулевые символы только в наборе 

(i, ... i,). Если слово aJ) фиксировано, а матрица С. выбирается случайно 

из множества всех двоичных невырожденных матриц порядка па, то в COm 

ответствии с леммой 5.1 вероятность Р; у, (Ш), что слово веса и>0 

принадлежит коду А „...’ Порожденному матрицей Со, определяется как 

у у 

- . = Ran” > ° 

>» Fis а “+3 

Ру (в) = 2" —1 (27а —1) 2 #1 
Freee 

и не зависит от и >0. 

Следовательно, среднее по всем случайным кодам А; ...+, Число кодо- 

‚, (№) веса ш > 0 равно 
у (eB) 

Ny és (©) = СР... (Ш) < cy 2 si 7 

вых слов М, 

В соответствии © (П.5.2) доля кодов р;...; ‚ (№), У которых число ко- 

довых слов веса ш > 0, №, 5, (Ш) будет п превышать среднее по всем: кодам 

А ‚ число кодовых слов того же веса №, ; (№) в B n22™ pas, He пре- 
... ty . 

восходит величины {n22™}-1, 

Пусть р — доля матриц Со, порождающих хотя бы один код А; oot 

у которого хотя.бы для одного и > 0 и одного набора (11, ..., ty; Ти т, 

‘выполняется условие М, и... (2) > Raa", ty (w). Очевидно, что 

р < У > on р... 4 (Ш). 
У=1 (41, oo0og iy) w=1 
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Учитывая, Что у... g (w) < {n?2"}-1 и что для`фиксированного у == 0 

число различных наборов (й ...1,) равно С», а общая сумма всех возмож- 

ных наборов равна 2”-!, получаем р < п, (2" — 1)/[n22™] < (па) *. Следова- 

тельно, доля матриц Со, не удовлетворяющих утверждению 5.2, меньше 

единицы и стремится к нулю при пз-> ©, что и завершает доказательство 

утверждения. 

11.5.5. Доказательство леммы 5.2 

Обозначим 1 == (4, $), где Bg = (Terr Vers -> +> Veaz)s VE = (Vs, bya? Ve, dg42 00° 

+9 Vs, ny) Hoan 4 =0, а *; 720, то 1 не может быть кодовым словом кода 

(ть, 8;), определяемого канонической проверочной матрицей. Если же 

р; #0, то 1; является кодовым словом кода (пь, 5$) тогда и только тогда» 

когда выполняются все пь— 6; проверочных соотношений, определяемых 

матрицей | PE Lo; |. Но в силу алгоритма построения этой матрицы все 

коэффициенты каждого из проверочных соотношений (кроме последнего, 

равного единице) независимы и равновероятны, так что вероятность вы- 

полнения одного проверочного соотношения равна 27%, а всех п, — 6; с0- 

отношений равна 27%). 
Таким образом, 

Р; (ш) =0, если в4==0, у; = 0; 

P, (iw) = 2-44 (15-85), если №; 3 0, 

что и доказывает лемму 5.2. 

11.5.6. Доказательство лемм 5.3 и 5.4 

Так как кодовое расстояние случайного кода РС-(пь, b,) равно п, — 

—В-1, то слово 1, вес которого ш < n, — 6, не может быть кодовым 

словом этого кода. Пусть вес слова 1; больше, чем п, — 6;, тогда оно будет 

кодовым словом случайного кода РС, определяемого матрицей А, если 

слово В; = Ай; является кодовым словом исходного (неслучайного} 

кода РС. Но в силу того что все диагональные (ненулевые) элементы 

матрицы А независимы И равновероятны, в слове В;, вес которого, так же 

как и вес слова 1;, равен ш, возможны любые сочетания ненулевых сим» 

волов. При этом все возможные сочетания равновероятны, а их общее 

число равно (2“* — 1)”. В то же время, согласно [140], число слов кода РС 

веса г`> п, —В, оценивается сверху величиной (2% — 1)" 5+8. 

Следовательно, вероятность того, что слово В; веса ш > пь— В; яв- 

ляется кодовым словом кода РС, удовлетворяет `неравенству Ру; (№) < 

< (2% — 1)" 5+ |(29 — 1) = (29 — 1)-("5-29, но (2 — 1-6) — 25-3) yg 

x (1 — 2-85) -бы-ы хоть) (тв) 19. Для кодов РС (в том числе уко- 

роченных и удлиненных) n,<2%+4, так что (тъ—В)2 < 

< (п —6,)[(пь —1) <1, если 6; >0. Таким образом, если и > п, —6;, то 

Р; (№) < е2-1("5-#), ‘что и доказывает лемму 5.3. 
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Доказательство леммы 5.4 полностью совпадает с доказательством 

леммы 5.3 с той лишь разницей, что теперь нет необходимости рассма- 

тривать вспомогательное слово. 

П.5.7. Доказательство утверждений 5.3, 5.4, 5.5 и 5.6 

Вероятность Р;(ш) согласно (5. 12) определяется равенством 

т m 

P,(w) =P (Co) >, P (Ds) [J (P (Cx) +P (D,))- (11.5.3) 
$—1 85$ 

В соответствии со следствием из леммы 5.1, если некоторое 1 5-0 (что 

имеет место, если произошло событие О;) для всех [> 1, вероятность 

P (C,) = 27%', s#i, s=O0m. 
При оценке вероятностей Р(Р;) следует учитывать, что вес слова 1; 

не может быть больше, чем [, поэтому, если [< п, — 8; |1, To P (D,) =0. 
Если же {>п,—В,;, но вес слова 14 шп, — В, | 1, то также Р (Б;) =0. 
Если же [> п, —Ш-+Тишр>п, —--1, то согласно лемме 5.3 Р(Б;) < 

< е2—@4 (15-64), 

Таким образом, имеем. 

0, если L<n,—b,+1; 

P(D;) = 
(9s) 2-15-84), ecru 1 > ng—b, +1. 

Ecnu l<n,—b,+i (yauTHBad, что by be<...< bm) для всех 
i=1, т получаем Р(О;)=0, следовательно, Р; (ш) =0. Таким образом, 
для каждого из диапазонов изменения 1, определяемых условием п, — 

1 <1< 15, — 1, #=2, т-- Вып =пь выражение (П.5.3) при- 

нимает вид 
t—1 

P, (w) = > P (Dy) [] (P (Ps) +P (Ca) Il P (C,), 
k= stk 

KoTOpoe Mocse saMeHn! P(D,) wa P(D;,)-+P(C;,) omenuBaeTca HepaBeHCTBOM 

—1 

Ру (ш) < (m= +) TT PD) +P (CY) 1 Р(С.), t=1, т. 
s=0 

Заменяя Р(С,) его значением, а Р(О,) — полученной выше оценкой, по- 
лучаем 

t—1 

P, (w) < (m —i - 1) П [е2—48 (5) + 2031 ] Il 2-81. 

= s=0 

Но при указанных значениях 1 2—4 ("5% >> 291, так что е27—4в (15-62) -|- 

+ 2-41 < 2е2-4з(я5-6). 

Таким образом, 

-(*-5 a) HS а; (пь-6з) 

Ра (ш) < (т— 1-1) (2е "#412 ae 

где n, — 4 +1< < ny — 64-1. 
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Замена множителя (m—i-+ 1) (2e)"-*+! большей величиной m (Ze)™ 

завершает доказательство утверждения 5.3. Легко убедиться в том, что 

утверждение 5.3, доказанное для ансамбля каскадных кодов I, полностью 

сохраняется и для ансамблей 18, 16 и 1. При доказательстве утвержде- 

ния 5.4 оценка Р;(ш) при п— В; +1 << —ЩШ и ф<т ocyme- 

ствляется так же, как и при доказательстве утверждения 5.3, с той 

только разницей, что для оценки Р(О;) следует использовать лемму 5.2, 

согласно которой Р(2;) < 2“). Однако теперь при 1 <1< и — dy 

вероятность Р (2) ==0, так как случайный код (пь,.6;) может иметь кодо- 

вое расстояние 4, удовлетворяющее условию 1 <а:<пь—6,. Согласно 

лемме 5.2 при всех {>21 вероятность Р(Б;) < 2-4(%5-4), и так как 

P(C,)=2-! (также для всех [> 1), то, учитывая, что b, > 64-1, для 

случая 1<¢1<n,—b, приходим к неравенству Р(С,) >= Р(О,), так что 

произведение 

I] (2 (C.) +? (2) < 2" TY] PC.) 
st st . 

и, следовательно, 

т т 

P, (w) < 2"-1 У P (Dy) [] P(C.) P (Co). 
$—1 35; . ` 

Таким образом, при 1 < 1 < п, — 6 

m 

m — > ae m 

P, (w) < Qm-1 > 9-45 (np-5)9 83$ 2-ю < тот > g-(np-bs)ag—(na-as)t 

$=1 $—1 

что и завершает доказательство утверждения 5.4, которое остается справед- 

ливым и для ансамбля И». 

Доказательство утверждения 5.5 полностью совпадает с доказательством 

Утверждения 5.3, только в процессе этого доказательства вместо соотноше- 

ния (5.12) используется соотношение (5.13). Утверждение 5.5 остается спра- 

ведливым и для ансамбля ПП. Доказательство утверждения 5.6 полностью 

совпадает с доказательством утверждения 5.4 при замене в процессе дока- 

зательства соотношения (5.12) соотношением (5.13). 

П.5.8. Доказательство утверждения 5.7 

Выбранное из множества %1; ;, слово а (11... i,) является кодовым сло- 

вом каскадного кода из ансамбля тогда и только тогда, когда все ненуле- 
= e e 

вые блоки 1;, 1;›..-, 1+, бооТвететвующего им слова 1(й...&) пред- 

ставляют собой кодовые слова внешних кодов В; , В,,..., В;. Поэтому 
У 

в силу независимости выбора внешних кодов вероятность Ра (Н,.. Ш) 

определяется очевидным равенством 

Рь(, .. +», Ш) = [Рё (10), 
8=1 
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где Р; (1+, ш) — вероятность того, что ¥;, является ненулевым словом внеш- 
него кода B, Если выбранное слово а (й,..., #5) содержит 1 ненулевых и п, —1 нулевых столбцов, то, как следует из леммы 5.3, 

| 0, если [<пр— ; ; 
Py (i,, w) = —t, (njp—-b, 

< е2 “в ("8% веди > т — 6... 

Таким образом, для всех {> 0 получаем для Р;(1,..., #,, ш) оценку 
сверху 

У 

= У, “(75-8 ;,) 
Py (ii, ..., i, w) <e%2 #= 

что и доказывает утверждение 5.7. 

1.5.9. Доказательство утверждений 5.8 и 5.9 

Для ансамблей I, I, 16, "Пи Па среднее, по ансамблю число кодовых 
слов веса и >> 0 в случайном каскадном коде 

Nw)= & M, (w) Ру (№), 
=1 

где М; (ш) — число всех двоичных слов размеров пз Х пь веса ш > 0, содер- 
жащих { ненулевых и п‚—{ нулевых столбцов. 

В соответствии с утверждением 5.3 для ансамблей Т, 18, би [з имеем 
_ т np—~bs—1- 

N (w) < Ут (2е)" dS My (wy 2-88), 
s=1 ив 

где 

т т ._ - 
(= (*.- У | 1+ Sa, (m —b,). . (0.5.4) 

° 8=$ st - 

Величина М; (ш) = С; ©: (#), где 0; (ш) — число всех слов а веса ш > 0, 
содержащих [ ненулевых и п, — { нулевых столбцов, расположенных в не- 
котором фиксированном порядке (например, первые { столбцов ненулевые). 
Величину 0; (ш) оценим тривиальным образом 0} (и) < Ce le 

Таким образом, М; (№) < Са Ст и для производящей функции Ф (8) 
среднего спектра весов 

~ п 

$ (2) = У, №(ш) = 
9—1 

при 2 > 0 получаем 

вт %,—b;_, 
. 

¥(2) <m (2ey" УХ У СС < 
w=1 ¢=1 lon, —b¢+1 

m n,—bs_y 1 , 
7 9-8$( па <т (2e)™ > > Cape (A 2)". 
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Используя равенство (П.5.4), последнее выражение можно предста- 

вить в виде 
п т 

т - № 0#(т5-6ь) п -(--- > ca)! 

Y (2) < m (2e)™ 2 ** У С: 1-8)" 2 < 
i=1 пы 8 

т т nb 

т - У, аз(пь-6з) -(ne- >=) 

< Ч (2) =т (2е)" 2 ** (1-- 2) "4 2 ee 1. 
; $=1 

После очевидных преобразований получаем выражение (5.25). 

Аналогичные результаты нетрудно получить и для ансамблей П и П*, 

определяемых произвольными невырожденными Гматрицами (или ненуле- 

вым элементом поля СЕ (2"а)) и случайными внешними кодами (пь, 65+). 

Используя утверждение 5.4, получаем выражение (5. 26). 

П.5.10. Доказательство утверждений 5.10 и 5.11 

Для ансамблей Ш, Ш?® и ГУ среднее по ансамблю число кодовых слов 

веса ш `>0 в случайном каскадном коде 
че 

№(и) = У УМ} (w) Pi? (w), 
k=0 l=1 ~ 

где М) (ш)`— число всех двоичных слов „веса w >Q размеров 
m 

"”„— >, 4) m5, содержащих [ ненулевых и п, — [ нулевых столбцов. 
s=m—k+1 " 

Но М“®) (ш) = ce? (и), где 

Qe) (w) < Cw 
° m ° 

(..- У, „): 
s=m—k+1 

m nb . 

- м (№) < У > Снь С - ватин РР (w). 
k=0 t=1 

Если в качестве внешних кодов выбираются коды РС (случайные или He~ 

случайные), то, воспользовавшись утверждением 5.5, после достаточно 

громоздких, но совершенно простых преобразований для ансамблей Ш и 

1] получаем выражение (5. 27). 
Если же в качестве внешних кодов выбираются случайные (пь, 8+) 

коды, то, воспользовавшись утверждением 5. 6 для ансамбля 1У, получаем 
выражение (5. 28). 

П.5.11. Доказательство утверждения 5.12 

Для ансамблей [Г и Пб среднее число Ny. i, (w) кодовых слов веса 

и `> 0 каскадного кода из ансамбля, содержащихся в множестве Qe. iy 

определяется равенством 

"5 

Nya, () =a" (das eo er bye W) Py (irs wey by Ш), 
=] ° ` 

“ 
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roe M,(i,..., i, (w) — число всех слов веса и в множестве р ..% Имею- 
щих { ненулевых и п, —1 нулевых столбцов. 

Из определения множеств У, ; очевидным образом следует, что 

о п 
М (и) =» » УМА, 4, в) РИ, и), 

val (41.44, ty) t=1 

следовательно, производящая функция 

+ =У N (w) > У > SMe seco w) Py (it, «25 by, w) 
to=1 w=1 v=1 (#,... 4)) l= 

Yuutupaa, ato M(i;,...,i,, Ш) = Ch, Q(ty.--iw), THe Qilir,... ty, wv) — 
число слов веса ш в множестве %; ,, comepRamux 1 HeHYNeBHX 4H 
”,‚—[ нулевых столбцов, расположенных в некотором фиксированном 
порядке, имеем 

+) — У. > Sot SP; (is ss iy w) Q (it, ..., iy, w) 2”. 
v=1 (#,... #,) J=1 ° w=l 

Заменяя в соответствии с утверждением 5.7 вероятность Р; (и... 1, и) 
ее верхней оценкой P,. ..’ Которая не зависит ни от ш›>0, ни от I, 
получаем для 2 > 0 

- Уч, (в bs,) my 
$ (=) < У x, ‚7 =i Di Ong My? ay 2 

v=1(#,., t=1 

где 

И. i, (2) -У Q (ix, «6-5 ty, .w) 2”. 
- w=1 

Для оценки ур é, (2) введем производящую функцию в, (2) числа 
кодовых слов внутреннего кода А „...#» ОПределяемого матрицей Со, удов- 

летворяющей условию (5.16) утверждения 5.2. 
В соответствии с условием 5.2 для 2 > 0 имеем 

у 

—| ta- ‘.) 

8=1 sy (2) < n22m2 [(4 + 2)" — 1] < 

-(..- da) р | 

Если теперь учесть, что вес слова, принадлежащего множеству Qe oe. tye 
равен сумме весов каждого из его столбцов и что производящая функция 
числа слов, вес которых равен сумме весов соответствующих столбцов, 
равна произведению производящих функций числа этих столбцов, 

видим, что yo) iy (2) =(9, i, (z))', так что производящая функция ф (2) 

для 2 > 0 удовлетворяет условию 
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У У nb 

m - >) 44, (%5-,) -(-.- 54) ] 

y(i2< > У e2 * пт? 1 (1-2) --1| < 
У=1 ($1... 5) 7 any 

m -(-- 2,4) Ra- Ум, 

<em(ngary" YD 2 (2 9 
») . y=] (75... 4 

  
Для дальнейшего упрощения полученной оценки, кроме обычного 

условия 81 <<... «В», примем дополнительное условие а1 < аз < .. 

... Зам, Которое включает наиболее интересный с практической точки 
зрения случай а1 = а. =... == аж. 

При этих условиях, учитывая, что 

2 = < 9 s=m—yt+1 > 

У mn 

-(e- > ‘.) -(ne- > a) 
2 s=1 < 2 s=m—Y+1 , 

получаем 
т "р 

am - (* . cae) nan У ag 

ф (2) < ет (п22т)т > Cy2 fem—Y+1 (1 + 2)"а + 2 8—=т—9+1 . 

Y=] 

Заменяя С» на 2” и обозначая т — у--1== окончательно приходим 

к выражению (5. 29). 

П.5.12. Доказательство утверждения 5.13 

Учитывая, что 

(2-8 + zi-b)"a + (2-821-Fas) na < 2 шах {(2-? + 21-8) па, (5—821-Ка!)"а}, 

имеем 

inf {[(228 8)" + (7821 Маз)"а ть} < 
0<2<1 

<2" inf max {(z-? + 21-8)", (2-82!-Fat)"}, 
0<7< 

Введем величину %;, определяемую равенством Аи; == 1053 2 (1 —8;), и рас- 

смотрим график функции $; (2) = мах {(28 +28)"; (2821-В)"} — 

== max {(2- + 21-8)"; (28-1 288;/(1 —8;))"} при различных значениях пара- 
метра 8; (рис. 11.5.4). Так как функция 28-- 2-8 имеет минимум при 

2—211 =8/(1 —8), равный 21(8), то в тех случаях, когда 8; < 8 (т. е. когда 

Зшш > 8;/(1 — 84)), Функция $; (2) имеет минимум при 2 = 2шш, равный 2Н(8)я 

(см. рис. П.5.1, а). Если Же 2: < 8:[(1 —8;), то функция $; (2) имеет: 

минимум при 2 —=8;/(1--8;) (когда 28 28 =28--288;/(1 —8;)), равный. 

Mt) eal — eel — 2" [1-Ваз)--8 лова (21 -Па4—1)] 
— 3, — 6; 91-1 4$ — 

(см. рис. П.5.1,6). 
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Рис. П.5.1. График функции $ (2) для случаев 

а — сша > 8$/(1 —8$); 6 — ша < 84/(1 — 84) 

Из полученных результатов непосредственно следует, что 

inf (=! | < ри (т, п» пь) 2) -1+Е] при 6 > 8;; 

ое 2 а ть, па ту) о а on 3 <3, 
что и доказывает первую часть утверждения 5.13. 

Покажем теперь, что прямая Р;. (5) является касательной к кривой 
Fz, ($) в точке $ =8;. Уравнение касательной в данном случае имеет вид 
у — Fe (8;) =2,1 (8 —8,). Учитывая, что Ру1 (8;) = A’ (8,) = log, ({ —8,) — 
—100.8;, и подставляя‘ вместо F,,(3,) его значение, имеем 

у — — ов [311 — 8+)] — 106 (1—8) — (1 — Ву) = —8 1ор, (214 — 1) — 
— Ry, + Ву =Ра (5), что и завершает доказательство утверждения 5.13. 

1.5.13. Доказательство утверждения 5.14 

Учитывая равенства (5. 39),- представим левую часть условий (5. 41) в виде 

Ras — Ry ___ log, (2!~"a¢ — 1) 
—loge (2!-Fas — 1) logs (21-Каз+Ва, уч — 1) 

(Аа, 4+1 — Ау) log, (2!~%a, ¢+1 — 1) 
— —logs (2:-Еа, + —1) logs (2!-Fas+Ra, $+1 _ 4) = 

- bap (AR) (Rags Ва, ул), 

тде k (Ras Ro, su) = [loge (2!-Fas —1)— loge (21-Еа, $+: 

— 1)]/log, (2!-Fast+Fa, t+: 1), 

  

Введем обозначения: х = 21-Ёа$, y= 2) "atu, ran uto Oe <y <2. Torna 

k (Ras, Ra, 641) = [loge (x — 1) — loge (y — 1)]/logs (22/y —1) = 1+ 
+ loge [(z — 1) y/((y — 1) (22 — y)) [logs (2z/y — 1). 

210



После элементарных преобразований выражений (х— 1) у/[(у-- 1) (2x—y)} 
и 22/у —1 получаем k (Rag, Ro, p41) = 41 + In (1 — (y — 2) (2— y)((y — 1) X 
xX (24 — y)))/In (1 —2(y—-z)/y). Tak kak mpm O<aecy «2 справедливы 
неравенства 0 < (у — 2) (2 — у)/[(у — 1) (22 —у)] <1, 0<2(у—2)/у<1, то 
# (Аж, Ва, 441) > 1, что и доказывает утверждение 5.14. 

ПРИЛОЖЕНИЕ П.6 

11.6.1. Доказательство утверждения 6.1 

Если мы знаем матрицу Су порядка п, заданную систему вложенных кодов, 
то, чтобы для любого 6 {0, 1}” убедиться, что 2ЕА”, достаточно найти ма- 
трицу бо '=Но (порядка п3 операций, здесь и далее под операцией понимается 
число шагов машины Тьюринга), умножить Но на х (порядка п? операций) 
и убедиться, что последние # символов равны нулю (порядка п операций). 
Таким образом, число операций для ‚вычисления характеристической функ- 
ции любого А* при знании С, не более спз. 

Оценим теперь сложность построения матрицы (6. Для этого сначала 
выпишем все слова длины п так, чтобы они следовали в порядке возраста- 
ния весов, т. е. нулевое слово, затем все слова веса единицы, затем все слова 
веса два и т. д. Для этого достаточно сп2” операций. 

После того как в качестве первого столбца выбрано слово из одних еди- 
ниц, получаем код, порождаемый этим столбцом и содержащий два слова: 
все нули и все единицы. В этом случае каждый смежный класс содержит лишь 
два слова (слово и его дополнение). Расположим эти смежные классы в по- 
рядке возрастания весов слов минимального веса в них. Для этого достаточно 
сп?" операций. 

Пусть теперь уже построено ;/=п—$ столбцов матрицы Су и выписаны 
на ленте код А; и все смежные классы в порядке возрастания весов слов 
минимального веса в них. Обозначим через {5{} код, а через {5+} — смежный 
класс, задаваемый представителем 5} (не обязательно минимального веса), 
где Г — номер смежного класса в порядке их выписывания. Тогда в качестве 
кода Ау 1, соответствующего уже #;--1 столбцам матрицы Су, возьмем мно-. 
жество 

{57} = {58 Ц {53}, 
ав качестве (Е; -- 1)-го столбца матрицы Су — любое слово смежного 
класса {58}. Вычеркнем оба эти множества {5{} и: {5} из списка смеж- 
ных классов. В качестве первого смежного класса кода А1, т.е. (551), 
возьмем множество 

(SE) = (58) U ($+ 5g 
и вычеркнем оба этих смежных класса {51} и {515+} из списка. Затем в ка- 
честве следующего смежного класса в новом списке возьмем первый из не-. 
вычеркнутых смежных классов старого списка (пусть это будет {5*}) и най-. 
дем очередной по порядку смежный класс {5} 1} кода А’, по формуле: 

(S44) = (5H) U (Sf + Sis) 
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и т. д., пока не выпишем все смежные классы кода А*_1. При таком построе- 
нии смежные классы кода А”; уже будут расположены в порядке возраста- 
ния весов слов минимального веса в них. Для выписывания списка смежных 
классов кода А”: достаточно числа операций сп2"271. Таким образом, для 
построения матрицы Су потребуется не более 

n 

У! сп2” 2 < cn22" 
$=1 

операций, что завершает доказательство утверждения 6.1. 

П.6.2. Доказательство утверждения 6.2 

Напомним, что длина п кода имеет вид п. (29а —1), т. е. М, = 

= {n=n, (2%a%e _ 1)| п, — любое целое положительное число}. В качестве 
внутреннего кода выбирается по алгоритму Варшамова (см. утверждение 1. 4) 
двоичный код длины п, со скоростью “передачи Ал. В качестве внешнего 

кода выбирается код РС длины п, == 2 "а —4 над полем GF (2%"2) с чис- 
лом информационных символов Вып.. 

Рассмотрим теперь алгоритм вычисления характеристической функ- 
ции ){4(2) на слове x==(2, х.,....2,). Вначале вычисляется, предста- 

вимо ли п в виде п, (24а"а — 1) (число операций не превосходит с 10937). 
Если п представимо в таком виде (в противном случае уд (х) =0), то но 
алгоритму Варшамова вычисляется проверочная матрица в систематиче- 
ском виде, а следовательно, и порождающая матрица линейного кода 

длины п, со скоростью передачи А: (число операций не превосходит 
спз2 Ка) тв. Для каждой подпоследовательности 2 ;_1)ву41» 2(j-1)nq42? °°* 
о Фу ]1=1,2,..., пь, выясняется ее принадлежность коду Варшамова: 

эсли да, то Алп, информационных символов образуют символ 1;; Е СЕ (2Казта), 

з противной случае — х.(5) =0 (число операций не превосходит сп2пь). 
Таким образом, мы получим 11 = (711, 11з, ..-›, Тлль) СЛОВО ДЛИНЫ Пь © СИМ- 

золами из СР (2%a:"a), и надо проверить, является ли оно словом кода РС. 

Как следует из утверждения 1.6, сложность задания кода РС, т. е. вы- 
числения характеристической функции кода РС, требует не более са? 105? 4 
или сп?п? числа операций. 

Выражая все полученные оценки через длину п, получим утвержде- 
ние 6.2. 

П.6.3. Доказательство утверждения 6.5 

Для того чтобы убедиться, что слово х==(11,..., х„) является кодовым 

словом обобщенного каскадного кода, нужно это слово записать в виде 

матрицы а размера п, Х пь, умножить матрицу а на матрицу Но =! и 

в получившейся матрице y= Ноя убедиться, что все 1;, {=0, т, являются 

‚словами соответствующих внешних кодов. 

Ограничимся рассмотрением лишь кодового множества А (В, 5), у кото- 

  

рого каскадные коды имеют структуру А, длину п == п ата 96ата, поря 
док т = 100. п, и в качестве внешних кодов используются коды РС над- 
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GF (2%a*allog."a), где Ra=1—H (3). B coorsetctpun с этим М. == 

= {п = по "ава та п, — любое целое положительное число}. 
Рассмотрим теперь алгоритм вычисления характеристической функции 

¥,(z) на слове х. Вначале вычисляется, представимо ли п в виде 

пота По: та (число операций не превосходит с1024п, где а — некоторая 
постоянная). Если п представимо, то х записываем в виде матрицы пзХ пь 

где ny = 2"aral 1063 та, и переходим к построению матрицы Су ИЛИ Н, = G5} 

(в противном случае YX 4 (2) =0). 

Для построения матрицы Со в соответствии с утверждением 6. 1 доста- 

точно сп,22"а операций. Построение Ну = С5* потребует не более cn? опе- 
раций. Для умножения Но на а нужно еще cn2n, операций. Чтобы убе- 
диться, что в полученном слове 1 все 1;, #=0, т — кодовые слова соот- 
ветствующих кодов РС, т. е. для вычисления т характеристических 

функций кода РС над СЕ (4) (9 = 2^а1”а0вз*а), в соответствии с утвержде- 
нием 1.6 потребуется еще не более тса?105?4 операций. Суммируя {все 
полученные оценки и выражая их через п, получаем утверждение 6.5. 

11.6.4. Доказательство утверждения 6.11 

Для получения этих оценок достаточно рассмотреть обычное кодирование 

каскадного кодового множества из утверждения 6.5. Это кодирование про- 

водится в два этапа: внешними, а затем внутренними кодами. Сначала 

проводится . кодирование т = 108» п, внешними кодами, т. е. кодами PC, 

Так как кодирование каждого кода РС сводится к перемножению двух 

многочленов степени не более п, над полем СЕ (4), где g = 2АатаПоЕзта, TO, 
согласно [10], это можно осуществить схемой сложности cn, log? n,n2 (log n,)-*. 
Следовательно, сложность схемы кодирования внешними кодами не более 
тепь (105 пь)З п? (108 па)? = спьп2 1053 п, (105 па) !, а описание этой схемы 
можно построить за сп, (105 п,)* п2 (105 п.) шагов на машине Тьюринга. 

В результате кодирования внешними кодами получается двоичная ма- 
трица 1 размера плз Х пь. Затем пь двоичных последовательностей длины п,, 
т. е. столбцы матрицы 1, кодируются внутренними кодами, т. е. матри- 
ца С, умножается на матрицу размера п, Х пь. Схема, реализующая такое 
умножение, имеет сложность не более сп2пь, а сложность описания этой 
схемы при известной матрице Су не более сп?п, log ny. 

Учитывая, что в соответствии с утверждением 6.1 для построения ма- 

трицы @, потребуется не более сп,2?'а операций, и выражая все приведенные 
оценки через длину кода п, получаем утверждение 6.11. 

11.6.5. Доказательство утверждения 6.13 

Этот результат получается непосредственной оценкой необходимого числа 

шагов для вычисления на машине Тьюринга по следующей неформальной 

программе. По алгоритму, описанному при доказательстве теоремы 2.3, 

строим кодирующую Су и проверочную Н.=бу! матрицы (число операций 

не более сп2?”). Для каждого кода А? с} > п/2 строим все множество кодовых 

слов (достаточно сп?2"/? операций). Затем строится описание схемы декоди- 

рования каждого кода А” по следующему принципу. Все кодовые слова раз- 
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биваются на пары, и строятся схемы, которые из пары кодовых слов выби- 

рают и выдают на выход ближайшее к принятому. Следовательно, число ко- 

довых слов, Из которых следует выбирать ближайшее, сокращается. вдвое. 

Эти слова опять попарно поступают на идентичные схемы, которые из каждой 

пары поступающих слов выбирают одно ближайшее к принятому, т. е. снова 

вдвое сокращается число слов, среди которых находится ближайшее к при- 

нятому. Продолжая подобным же образом, получим единственное слово, 

которое и есть результат декодирования по минимуму расстояния. 

Таким образом, схема состоит из 2” идентичных схем, каждая из ко” 

торых выбирает ближайшее только из двух слов и имеет сложность порядка п, 

т. е. сложность схемы декодирования одного кода А* порядка п2Еп, а всех 

кодов А” не более сп2"/?. Декодирование каждого из кодов A”, i < n/2, 
будем вести следующим образом: 

а) слово-столбец 1* умножается слева на матрицу Н., т. е. 1=Нух 
(это реализуется схемой сложности сп?, для описания которой достаточно 

сп? 10° п операций); 

6) нижние $ символов рассматриваются как синдром, в соответствии 

со значением которого выбирается минимальный представитель смежного 

класса е (это реализуется схемой сложности не более сп2%, описание которой 
можно получить ‘за сп2” операций); 

в) в качестве результата декодирования выдается слово 2#-е, которое, 

как известно [23], есть ближайшее кодовое к принятому (это реализуется схе- 

мой сложности сп, для описания которой достаточно сп 105 п операций). Та- 

ким образом, сложность схемы декодирования одного кода А”, {< n/2, не 

более си2-Е)*, а всех кодов А* не более сп2"?. 
Суммируя все приведенные оценки сложности схемы декодирования 

и нахождения описания ее, получим утверждение 6.13. 
; 

П.6.6. Доказательство утверждения 6.14` 

Этот результат получается непосредственной оценкой необходимого числа 

операций для вычисления описания схемы декодирования на машине Тью- 
ринга по-следующей неформальной программе. Рассмотрим составной алго- 

ритм каскадного декодирования. Он сводится к двум этапам: сначала все 
внутренние коды декодируются по минимуму расстояния, а затем внешний 
код (код РС) декодируется с исправлением ошибок и стираний. В соответ- 

ствии с утверждением 1.4 п, внутренних кодов могут быть декодированы 
схемой сложности спуи2 "а. Эти схемы могут быть описаны на машине 

Тьюринга не более чем за с (п.2 1-1) а | пита ]ор п) операций. КодРС 
декодируется посредством схемы, сложность которой не более сп 1ос?п,, 

описание которой может быть вычислено на машине Тьюринга за сп? 1023 нь 
операций. Выражая все полученные оценки через длину кода п, получаем 
утверждение 6.14. 

П.6.7. Доказательство утверждения 6.17 

Для получения этих оценок достаточно рассмотреть составмое декодирова- 

ние каскадного кода бесконечного порядка. Из гл. 3 и 4 следует, что оценка 

(6.21) асимптотически совпадает с кодовым расстоянием, а полный составной 
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алгоритм реализует его. Оценим теперь сложность схем декодирования и по- 

лучения описания этих схем на машине Тьюринга. Напомним, что полный 

составной алгоритм каскадного декодирования состоит из т=1оп, шагов, 
каждый из которых реализуется в два этапа: сначала декодируются по мини- 
муму расстояния все п, соответствующих $=х внутренних кодов системы 
вложенных кодов, а затем осуществляется не более па попыток декодирова- 
ния внешних кодов (кода РС) с исправлением ошибок и стираний. 

Нетрудно убедиться, что в целом составной алгоритм каскадного кода 
сводится к декодированию по минимуму расстояния п, систем вложенных 
кодов длины п, и декодированию т различных кодов РС длины п, с испра- 
влением ошибок и стираний, причем каждый декодируется не более п, раз. 
В соответствии с утверждением 6.13 системы вложенных кодов могут быть 

декодированы схемой сложности сп,п?27а!?, которая может быть описана на 

машине Тьюринга 3a cn,n22"4!? log n+-cng2?"4 операций. Каждый код РС в с00т- 
ветствии с утверждением 1.6 декодируется посредством схемы сложности 
ст} log'ns, описание которой может быть получено на машине Тьюринга 
за сп? 1053п, операций. Таким образом, общая сложность схемы декодиро- 

вания равна спьи22”а!? -- стпзп? 102? пь, а сложность получения описания 

этой схемы не более спуп”а” 1ор п -- спа27"а -|- стп? 1023 пу 108 пу. 
Выражая все полученные оценки через длину кода п, получаем утверж- 

дение 6.17. 

0.6.8. Доказательство утверждения 6.19 

Для того чтобы вычислить характеристическую функцию кода А;“, построить 
схемы кодирования или декодирования (см. утверждения 6.1, 6.7 и 6.13), 

нужно знать кодирующую матрицу. Поэтому сначала оценим сложность 
построения этой матрицы, которую в соответствии с теоремой 2.4 будем 

строить следующим образом. 

В качестве первого столбца возьмем любое слово веса п,/2, т. е. полу- 
чаем код, порождаемый этим столбцом и содержащий всего два слова (нуле- 
вое и первый столбец). Выпишем все смежные классы и их спектр весов (каж- 

дый смежный класс содержит два слова). Для этого достаточно спи22”а onepa- 

ций. 

Пусть теперь уже построено Ё;=п„—{ столбцов матрицы Су и выписаны 

на ленте код А; и все его смежные классы со спектром весов. Выберем из 
смежных классов такой, спектр весов которого удовлетворяет лемме 2.1 

(достаточно сп?2” операций), и в качестве кода А;'8, возьмем объединение кода 

А*4 с выбранным смежным классом. В качестве (к,--1)-го столбца матрицы 
С возьмем любое слово выбранного смежного класса. После этого построим 

все смежные классы кода А*4,. Нетрудно убедиться, что для увеличения 

в матрице Су столбцов на единицу достаточно сп?2?7а операций. Следовательно, 
для построения всей матрицы б,будет достаточно спз 22" а операций. Как сле- 

дует из тебремы ‘2.4, каждый из кодов + А! будет удовлетворять оценкам ВГ 
и Галлагера. 

Построение схем кодирования и декодирования по минимуму расстоя- 
ния аналогично рассмотренным в утверждениях 6.7 и 6.13 и имеет те же 

оценки сложности, что завершает доказательство утверждения 6.19. 
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11.6.9. Доказательство утверждения 6.24. 

Рассмотрим построение и характеристики каскадных систем с низкоплот- 

ностными кодами в качестве внешних (в данном случае будем строить каскад- 

ный код первого порядка). Передаваемая информация, т. е. Ё двоичных ин- 

фермационных символов, кодируется низкоплотностным кодом длины 

n*=k,n, (kg W п, — целые положительные числа) со скоростью передачи 

Аи=Ё/п*, который в дальнейшем будем называть внешним кодом. В резуль- 

тате получаем кодовое слово низкоплотностного кода, которое будем пред- 

ставлять в виде двоичной матрицы 0 размера А; Хх пь, т. е. 

U =(u', u®,..., 2"), ; (11. 6. 1) 

где и/ — двоичное слово-столбец длины k;,. 
Пусть б, — двоичная матрица размера п,Х и, такая, что линейное про- 

странство, порождаемое ее столбцами, образует линейный двоичный код 

со спектром весов, удовлетворяющим теореме 1.3. Тогда слово каскадного 

кода х, т. е. матрица размера п,Хп,, получается в результате умножения 

матрицы С, на матрицу О, т. е. 

т = б%П = (21, 2°,..., 2%), (П.6. 2)` 

где 27 — вектор-столбец длины п„ (кодовое слово внутреннего кода). 
Таким образом, получаем каскадный код первого порядка длины п= пап, 

со скоростью передачи А=А Ви (Ва=Ё по). 
Условимся при А < С, где С — пропускная способность ДСК без па- 

мяти, скорости передачи внутреннего кода Ал и внешнего кода Кы выбирать 
так, что Ал С, а Ви=В/Вл < 1. 

После передачи слова х по ДСК без памяти с вероятностью трансформа- 

ции символа е получаем слово у= (у1, у?,..., уз), где у/==х7-е/, ае7 — век- 
тор ошибок в ]-м столбце. Декодировать слово у будем следующим образом: 
сначала все у/, /=1, п,, декодируем в слова внутреннего кода по минимуму 
расстояния. В результате получим слово й=(й1, й42,..., й”8), где a/— ин- 

формационные символы кодового слова внутреннего кода, полученного 
в результате декодирования у/. Затем слово й декодируется по описанному 
в работе [83] алгоритму декодирования в кодовое слово низкоплотностного 
кода, т. е. исправляется сочетание ошибок, если их кратность не превосхо- 
дит рм*. 

Оценим теперь сложностные параметры такой каскадной системы. 
При этом длину п, будем выбирать Tak, 4TO Raing< 100108п. Сложность 
задания такого каскадного кода будет оцениваться сложностями задания 
низкоплотностного кода и построения матрицы @%у порядка п. Из утвержде- 
ния 6.18 следует, что сложность задания низкоплотностного кода оцени- 
вается как Т (п) < с2°"* 105", или, учитывая, что 7* = Ап, получаем 

Т (п) < с2°* 108", (П.6.3) 

где с — некоторая постоянная. В силу утверждения 6.19 сложность построе- 
ния «хорошей» кодирующей матрицы С, оценивается как T(n) < cn322na, 

или, учитывая, что А„1п, < 105.106.п, получаем 

T (n) < c (loge log, n)® log? n. (II. 6. 4) 

216 -



M3 (11.6.3) w (11.6.4) вытекает справедливость первого из соотношений 
(6.47). Справедливость второго из соотношений (6.47), т. е. оценки сложности 
кодирования, есть следствие линейности каскадного кода. 

Сложность х декодирования каскадного кода оценивается сверху суммой 
сложностей декодирования всех п, внутренних кодов %*„ И сложности деко- 
дирования внешнего кода хь, т.е. х=у„-хь. Так как сложность декодирова- 
ния одного внутреннего кода не более сп,2”а"а, а число таких кодов Ny, TO 

ха < спад Катан, — сп2Ката, (П. 6. 5) 

где с — некоторая постоянная. Учитывая, что Ап, < 108]0е.п, имеем 
%q <cnlogn. (IT. 6. 6) 

Сложность х,, как следует из [83], имеет порядок роста п* 105 п*. Учитывая, 
что п*=Ё,п,=А ап, получаем 

we 

%» <cnlogn, (II. 6. 7) 

где с — некоторая постоянная. Из (П.6.6) и (П.6.7) следует, что 
% = %q + %, < cn log n. (II. 6. 8) 

Таким ебразом, сложность декодирования рассмотренного каскадного 
кода первого порядка имеет такой же порядок роста с длиной кода, как 
и сложность декодирования низкоплотностного кода. 

Неправильное декодирование рассмотренного выше каскадного кода 
может возникнуть, только если после декодирования всех внутренних кодов 
в слове й будет больше, чем ри* ошибок. Так как слова у, 1=4, пь, декоди- 
руются по минимуму расстояния, то результат декодирования будет непра- 
вильным с вероятностью 

Pa < exp {—ngEo (Ra)}, (II. 6. 9) 
где £y (Raq) — skcnoHentTa вероятности олгибки при скорости передачи В 
определяемая в соответствии с теоремой 1.4 (оценка Галлагера). 

Пусть число слов й7 с ошибками равно 6, тогда вероятность Р, того, 
что декодирование будет неправильным, мажорируется вероятностью того, 
что в слове й будет более ри* ошибок: 

aly 

nb 
Py < 3 C3 Pb (1 — P,)"*P {t > pn* |b), (II. 6. 10) 

b=1 

THe P {t > рп* |6} — условная вероятность того, что в $ фиксированных 
неправильно декодированных 4/7 суммарное число ошибок больше ри*. 
Очевидно, что Р {1 > рм* | 6}=0, если БВап, < ри*. При bRying > pn* 
вероятность Р {{1> pn* |5} меньше вероятности того, что до декодирования 
В соответствующих словах у* было больше рп*/2 ошибок (при декодирова- 
нии по минимуму расстояния число ошибок в неправильно декодированном 
слове не более чем удваивается). Следовательно, получаем следующую 
оценку 

опа ` 

Раз < У Сре (1). (0.6. 11) 
#>pn*/2 
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Подставляя правую часть (П.6.11) в (П.6.10), имеем 

С па 

Рь< >) Ch PeUL—P,)"™? SCH yet (1 — 0) "a? (II. 6. 12) 
b>en, $>pn*/2 

Отсюда, обозначая через В =6/п, при п» © и ng—>o после элемен- 

тарных преобразований выводим Р, < ехр {—пЕ\ (Вл, Р)}, где Е\ (Кал, р) = 

= min {B [Eo (Rai) + ¥ (8, 9» Rar, &))}; 

  
  

Pay 

Р(В, р, Вал, =) = 
РЁ ал pRar pRar Ра. 

_ -н (=) +6 28 Ine +(1— oe) in (t—e) щ при Е < 58 > 

R 
0 | при => a 

Нетрудно убедиться, что при любых В < С экспонента Е1(Вл, в) > 0, 

так как ВАл<С, Вы < 1, т. е. Е, (Вмл)>0, р > 0. С другой стороны, при фик- 
сированном В скорости В, и Вы следует выбирать так, чтобы максимизи- 
ровать Ё1 (Вил, Р), ЧТО завершает доказательство утверждения.
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